WEERGAWE 1 CAPS EVERYTHING SCIENCE

GRAAD 1 ®
WISKUNDE SIYAVULA

GESKRYF DEUR VRYWILLGERS TECHNOLOGY-POWERED LEARNING

ONDERWYSERSGIDS

=.I& basic education

= EZS@”E’Z?,‘;‘;ﬁOn M E T R O P O L l TA N Jt
REPUBLIC OF SOUTH AFRICA




EVERYTHING MATHS

GRAAD 11 WISKUNDE

ONDERWYSERSGIDS

WEERGAWE 1 CAPS

DEUR SIYAVULA EN VRYWILLIGERS



KOPIEREG KENNISGEWING

Jou wetlike vryheid om hierdie boek te kopieer

Jy mag enige gedeelte van hierdie boek en ander Everything Maths and Science titels vrylik
kopieer, trouens ons moedig jou aan om dit doen. Jy kan dit soveel keer as jy wil fotostateer,
uitdruk of versprei. Jy kan dit by www.everythingmaths.co.za en www.everythingscience.
co.za, aflaai en op jou selfoon, iPad, rekenaar of geheue stokkie stoor. Jy kan dit selfs op ‘n
kompakskyf (CD) brand, dit viriemand per e-pos aanstuur of op jou eie webblad laai. Die enig-
ste voorbehoud is dat jy die boek, sy omslag en die kortkodes onveranderd laat.

Hierdie boek is gegrond op die oorspronklike Free High School Science Text wat in sy geheel
deur vrywilligers van die akademici, onderwysers en industrie deskundiges geskryf is. Die
Everything Maths and Science handelsmerke is die eiendom van Siyavula.

Vir meer inligting oor die Creative Commons Attribution-NoDerivs 3.0 Unported (CC BY-ND
3.0) lisensie besoek http://creativecommons.org/licenses/by-nd/3.0/
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TITEL BORG

Hierdie handboek is ontwikkel met ‘n borgskap van MMI Holdings.

¥
’ MMI FOUNDATION

Goedgestruktureerde, betekenisvolle korporatiewe sosiale beleggings kan op ‘n posi-
tiewe manier bydra tot nasiebou en s lei tot positiewe veranderings in gemeenskappe.
MMI se verbintenis tot beleggings in die gemeenskap beteken ons is deurentyd op soek
na geleenthede waarop ons sommige van Suid-Afrika se mees weerlose burgers kan
help en ondersteun om hul horisonne te verbreed en om groter toegang te kry tot al die
geleenthede wat die lewe bied.

Dit beteken ons beskou nie beleggings wat in die gemeenskap gemaak word as net ‘n
bonus of bemarkingstrategie of borgskap nie. Ons beskou dit as in kritieke en noodsaak-
like deel in ons bydrae tot die samelewing. Die samesmelting tussen Metropolitan en
Momentum is geprys omdat hierdie twee maatskappye mekaar goed aanvul. Die goeie
samewerking kom ook duidelik na vore in die fokusgebiede van die korporatiewe sosiale
beleggingsprogramme waarin Metropolitan en Momentum gesamentlik belé in sowel
die belangrikste bedrywe as daar waar die grootste behoefte is in terme van sosiale deel-

name.

MIV/vigs raak toenemend ‘n bestuurbare siekte in baie ontwikkelde lande, maar in ‘n
land soos ons sin is dit steeds in toestand waaraan mense steeds onnodig sterf. Met-
ropolitan se ander fokusgebied is opvoeding en dit bly die hoeksteen van ekonomiese
vooruitgang in ons land.

Momentum se fokus op mense met gestremdhede verseker dat hierdie gemeenskap
ingesluit is by en toegelaat word om hul bydrae tot die samelewing te lewer. Weerlose en
weeskinders is nog in fokusgebied vir Momentum en projekte wat deur hulle ondersteun
word verseker dat kinders die kans kry om veilig groot te word.

momentum METROPOLITANJt



EVERYTHING MATHS AND SCIENCE

Die Everything Mathematics en Science-reeks sluit handboeke in vir Wiskunde, Wiskun-
dige Geletterdheid, Fisiese Wetenskappe en Lewenswetenskappe.
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LEES OP JOU SELFOON

e MOBI WEBBLAD

Jy kan hierdie boek en al die ander titels in die Everything Maths en Science-reeks op jou
selfoon lees. Besoek die webblad by:

m.everythingmaths.co.za en m.everythingscience.co.za

e MXIT

Alle Mxit-gebruikers kan hierdie handboeke op Mxit lees deur Everything Maths en Eve-
rything Science by hulle lys van kontakte te voeg of dit binne Mxit Reach kry.

&

S = 2
E

your results 1o deduce the |

mxit>tradepost>reach>education>everything maths of everything science



DIGITALE HANDBOEKE

e LEES AANLYN

Die aanlynweergawe van die handboek bevat videos, aanbiedings, simulasies en ten volle
uitgewerkte oplossings vir die vrae en oefeninge in die boek.

() www.everythingmaths.co.za

MATHS

EXCEL IN MATHEMATICS
Home Read a textbook Practice for exams ~ Order Q Enter search text or shart code
You are here: Home » Grade 11 Wathematics » Surds » Surd calculations

Surd calculations <>

There are several laws that make working with surds (or roots) easier. We will list them all and then explain
where each rule comes from in detail
vath = Jab
g e
Ve oo %
Y as

Surd law 1: Vavb — v/ab

It is often useful to look at a surd in exponential notation as # allows us to use the exponential laws we learnt in
. L " '
Grade 10. In exponential notation, &2 = a= and ¥/b= b= Then,

www.everythingmaths.co.za en www.everythingscience.

e LAAIOPJIOU TABLET AF

Jy kan ‘n digitale weergawe van die Everything Series-handboeke aflaai om aflyn te lees
op jou persoonlike rekenaar, tabletrekenaar, iPad of Kindle. Besoek Everything Maths
en Everything Science se webblaaie om die boek af te laai.

www.everythingmaths.co.za en www.everythingscience.co.za



OEFEN SLIM

* GAAN JOU ANTWOORDE OP JOU SELFOON

Jy kan jou antwoorde vir enige van die vrae in hierdie handboek op jou selfoon nagaan
deur die kode vir die oefening in te tik op die mobi of webblad.

Exercise 2 — 3: Solution by the quadratic formula

S

Solve the following
1. 32 +t—4=0
2. 22-52-3=0

3 2246t 4+5=0

Think you got it? Get this answer a

1.2289 2.2288 3.228C

E m.everythingmaths.co.za

m.everythingmaths.co.za en m.everythingscience.co.za

* OEFEN VIR TOETSE EN EKSAMENS OP JOU SELFOON

Jy moet oefen om goed te kan doen in toetse en eksamens. Gebruik die oefeninge in hier-
die handboek, en ook die bykomende oefeninge en vorige eksamenvrae wat beskikbaar is
op m.everythingmaths.co.za en m.everythingscience.co.za en Mxit Reach.

Home Read a textbook Practice for exams Order

You are here: Home

Speed of sound

A person is yelling from a verandah to another person standing by a tree, 286 m away. If the

sound is 344 mrs’i, how long does it take the sound to reach the person standing by the tre

Answer: | s [2marks]

Help! How should | type my answer?

m.everythingmaths.co.za en m.everythingscience.co.za



BESTUUR JOU STUDIES

e JOU ‘DASHBOARD’

Indien jy jou huiswerk en oefenvrae op m.everythingmaths.co.za or m.everythingscience.
co.za voltooi, sal dit namens jou rekord hou. Jy sal op jou ‘dashboard’ kan sien hoe jy
vorder, hoe jy elke onderwerp in die boek bemeester het en dit sal jou help om jou studies

te bestuur.

Home Read a textbook Practice for exams Order

Dashboard

Physical Sciences Grade 10 Practise? Progress

Classification of matter

States of matter and the kinetic
molecular theory

The atom
The periodic table
Chemical bonding

Transverse pulses
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EVERYTHING MATHS

Ons dink oor die algemeen aan Wiskunde as ‘n vak oor getalle, maar eintlik is Wiskunde ‘n
taal. As ons dié taal leer praat en verstaan kan ons baie van die natuur se geheime ontdek.
Net soos ons iemand se taal moet verstaan om meer van hom/haar te leer, moet ons
wiskunde gebruik om meer te leer van alle aspekte van die wéreld ‘n of dit nou fisiese
wetenskappe, lewenswetenskappe of selfs finansies of ekonomie is.

Die vernaamste skrywers en digters het ‘n gawe om woorde sé te gebruik dat hulle mooi
en inspirerende stories kan vertel. Net so kan ons wiskunde gebruik om konsepte te ver-
duidelik en nuwe dinge te skep. Baie van die moderne tegnologie wat ons lewens beter
en makliker maak, is afhanklik van wiskunde. DVDs, Google soektogte en bankkaarte wat
met ‘n PIN werk, is maar net &n paar voorbeelde. Woorde het nie ontstaan om stories te
vertel nie, maar die bestaan daarvan maak dit moontlik. Net so is die wiskunde wat gebruik
is om hierdie tegnologie te ontwikkel, nie spesifiek vir hierdie doel ontwikkel nie. Die uit-
vinders kon egter bestaande wiskundige beginsels gebruik wanner en waar die toepassing
daarvan nodig was.

Trouens is daar nie ‘n enkele faset van die lewe wat nie deur wiskunde geraak word nie.
Baie van die mees gesogte beroepe is afhanklik van wiskunde. Siviele ingenieurs gebruik
wiskunde om te bepaal hoe om die beste, nuwe ontwerpe te maak. Ekonome gebruik
wiskunde om te beskryf en voorspel hoe die ekonomie sal reageer op sekere verander-
inge. Beleggers gebruik wiskunde om die prys van sekere soorte aandele te bepaal of om
die risiko verbonde aan sekere beleggings te bereken. Wanneer sagteware-ontwikkelaars
programme soos Google skryf, gebruik hulle baie van die wiskundige algoritmes om die
programme bruikbaar maak.

Selfsin ons daaglikse lewens is wiskunde oral - in die afstand wat ons aflé, tyd en geld. Ons
kan ook in kuns, ontwerp en musiek die invloed van wiskunde sien, veral in die proporsies
en musikale klanke. Hoe beter ons vermoé om wiskunde te verstaan, hoe beter ons ver-
moé om die natuur en die skoonheid daarvan te waardeer. Wiskunde is daarom nie net ‘n
abstrakte dissipline nie, dit omarm logika, simmetrie, harmonie en tegnologiese vooruit-
gang. Meer as enige ander taal is wiskunde oral en universeel in sy toepassing. ,}
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Wiskunde - Onderwysers gids

Algemene blogs

1.1 Blog posts

e Educator’s Monthly - Education News and Resources (http://www.teachersmonthly.com)

— “We eat, breathe and live education! “

— “Perhaps the most remarkable yet overlooked aspect of the South Afri-
can teaching community is its enthusiastic, passionate spirit. Every day,
thousands of talented, hard-working educators gain new insight from their
work and come up with brilliant, inventive and exciting ideas. Educator’s
Monthly aims to bring educators closer and help them share knowledge
and resources.

— Our aim is twofold ...

x To keep South African educators updated and informed.

« To give educators the opportunity to express their views and cultivate
their interests.”

e Head Thoughts — Personal Reflections of a School Headmaster (http://headthoughts.co.za/)

— blog by Arthur Preston

— “Arthur is currently the headmaster of a growing independent school in
Worcester, in the Western Cape province of South Africa. His approach to
primary education is progressive and is leading the school through an era
of new development and change.”

Wiskunde blogs

e CEO: Circumspect Education Officer - Educating The Future

— blog by Robyn Clark
— “Mathematics teacher and inspirer.”

— http://clarkformaths.tumblr.com/

e dy/dan - Be less helpful

— blog by Dan Meyer

— “I'm Dan Meyer. | taught high school math between 2004 and 2010 and |
am currently studying at Stanford University on a doctoral fellowship. My
specific interests include curriculum design (answering the question, "how
we design the ideal learning experience for students?”) and teacher edu-
cation (answering the questions, "how do teachers learn?and "how do we
retain more teachers?and "how do we teach teachers to teach?”).”

- http://blog.mrmeyer.com

4 1.1. Blog posts



http://www.everythingmaths.co.za/@@emas.search?SearchableText=
http://www.everythingmaths.co.za/@@emas.search?SearchableText=
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e Without Geometry, Life is Pointless - Musings on Math, Education, Teaching,
and Research

— blog by Avery

— “I've been teaching some permutation (or is that combination?) of math and
science to third through twelfth graders in private and public schools for 11
years. I'm also pursuing my EdD in education and will be both teaching
and conducting research in my classroom this year.”

— http://mathteacherorstudent.blogspot.com/

e Overthinking my teaching - The Mathematics | Encounter in Classrooms

— blog by Christopher Danielson

— “l think a lot about my math teaching. Perhaps too much. This is my outlet.
| hope you find it interesting and that you'll let me know how it’s going.”

— http://christopherdanielson.wordpress.com

e A Recursive Process - Math Teacher Seeking Patterns

- blog by Dan

— “l am a High School math teacher in upstate NY. | currently teach Geo-
metry, Computer Programming (Alice and Java), and two half year courses:
Applied and Consumer Math. This year brings a new 21st century class-
room (still not entirely sure what that entails) and a change over to standards
based grades.”

— http://dandersod.wordpress.com

e Think Thank Thunk — Dealing with the Fear of Being a Boring Teacher

— blog by Shawn Cornally

— “lam Mr. Cornally. | desperately want to be a good teacher. | teach Physics,
Calculus, Programming, Geology, and Bioethics. Warning: | have problem
with using colons. | proof read, albeit poorly.”

— http://101studiostreet.com/wordpress/

1.2  Qorsig

Voor 1994 het daar 'n aantal verskillende onderwysdepartemente en kurrikula bestaan
volgens die skeiding wat so duidelik was tydens die apartheid era. As 'n gevolg het
die kurrikulum self een van die politiese ikone van vryheid of onderdrukking geword.
Sedertdien het die regering en politieke leiers probeer om een kurrikulum te ontwikkel,
wat die nasionale agenda van demokratiese vryheid en gelykheid ondesteun, deur die
kennis, vaardighede en waardes wat ons leerders moet leer en toepas op die voorgrond
te stel, sodat hulle op 'n betekenisvolle manier kan deelneem in die samelewing as
burgers van 'n vry land. Die Nasionale Kurrikulumverklaring (NKV) Graad R-12 (DBE,
2012) dien dus volgende doelwitte:

e om leerders toe te rus met die kennis, vaardighede end waardes benodig vir
selfverwesenliking en betekenisvolle deelname in die samelewing as burgers
van 'n vry land, ongeag hulle sosio-ekonomiese agtergrond, ras, geslag, fisiese
of intellektuele vermog;
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e om toegang to hoér onderrig te verskaf;

e om die oorgang van leerders vanaf onderwysinstellings na die werkplek te fasili-
teer; en

e om werkgewers met 'n voldoende profiel van leerdersbevoegdhede te verskaf.

Alhoewel dit verhef is tot die status van 'n politiese ikoon, bly die kurrikulum ’'n in-
strument. Die vaardighede van 'n onderwyser word benodig om hierdie istrument
te interpreteer en operasionaliseer in die klaskamer. Die kurrikulum self kan nie die
doelwitte hierbo gelys bereik sonder dat die gemeenskap van kurrikulumspesialiste,
ontwikkelaars van onderwysmateriaal, onderwysers en assessore die prosess, om die
voorgenome kurrikulum die geimplementeerde kurrikulum te maak, ondersteun en
daartoe bydra nie. 'n Kurrikulum kan slaag of misluk, afhangende van die implemen-
tering en ongeag die voorgenome beginsels of potensiaal op papier daarvan. Daarom
is dit belangrik dat belanghebbendes van die kurrikulum vertroud is en ooreenstem
met die volgende beginsels waarop die NKV gebaseer is:

Sosiale Transformasie Die regstelling van wanbalanse van die
verlede. Die verskaffing van gelyke ge-
leenthede vir almal.

Aanmoediging van 'n aktiewe en kri-
tiese benadering tot leer. Vermyding
van oormatige onkritiese memorise-
ring van gegewe waarhede.

Leerders behaal minimum standaarde
van kennis en vaardighede, soos be-
paal vir elke graad in elke vak.

Aktiewe en Kritiese Leer

Diepgaande Kennis en Vaardighede

Vordering

Inhoud en konteks toon progressie van
eenvoudig na kompleks.

Sosiale en Omgewingsgeregtigheid en
Menseregte

Praktyke soos in die Grondwet omskryf
is, verweef in die onderrig en leer van
elk van die vakke.

Waardering vir Inheemse Kennissis-
teme

Erken die ryk geskiedenis en erfenis
van hierdie land.

Geloofwaardigheid, Gehalte en Doel- | Verskaffing ~ van  onderrig  wat
treffendheid wéreldwyd vergelykbaar is i.t.v.
kwaliteit.

Hierdie gids is bedoel om waarde en insig toe te voeg tot die bestaande Nasionale
Kurrikulum vir Graad 10 Wiskunde, in lyn met die doelwitte en beginsels daarvan.
Daar word gehoop dat dit u as die opvoeder sal help om die voorgenome kurrikulum
te optimeer en implementeer.

Kurrikulumvereistes en doelwitte

Die belangrikste doelwitte van die kurrikulum hou verband met die leerders wat uit
ons opvoedkundestelsel kom. Opvoeders is die belangrikste rolspelers in die uitvoe-
ring van die voorgenome kurrikulum. Die kwaliteit van die leerder wat deur hierdie
stelsel beweeg, sal egter die bewys wees dat die kurrikulum soos wat dit bedoel en
geimplementeer is, ook sy doelwitte bereik het. Hierdie doelwitte en beginsels beoog
om leerders te produseer wat in staat is:
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e om probleme te identifiseer en op te los en om besluite te neem deur kritiese en
kreatiewe denke;

e om doeltreffend te werk as individue en met ander as lede van 'n span;

e om hulself en hul aktiwiteite verantwoordelik en doeltreffend te organiseer en
bestuur;

e om inligting te versamel, te analiseer, te organiseer en krities te evalueer;

e om effektief te kommunikeer deur gebruik te maak van visuele, simboliese en/of
taalvaardighede in verskillende vorme;

e om wetenskap en tegnologie doeltreffend en krities te gebruik met verantwoor-
delikheid teenoor die omgewing en die gesondheid van ander; en

e om begrip van die wéreld as 'n stel verwante stelsels te toon deur te herken dat
die kontekste van probleme nie in isolasie bestaan nie.

Die bogenoemde punte kan opgesom word as 'n onafhanklike leerder wat krities en
analities kan dink, in staat is om effektief met lede van 'n span te werk, en probleme
kan identifiseer en oplos deur middel van effektiewe besluitneming. Dit is ook die uit-
koms waarna binne opvoedkundige navorsing verwys word as die “hervormde” bena-
dering eerder as die “tradisionele” benadering waaraan baie opvoeders meer gewoond
is. Tradisionele praktyke het hul rol en kan nie heeltemal ten gunste van hervormde
praktyke daargelaat word nie. Maar, ten einde meer onafhanklike en wiskundige den-
kers te produseer, moet die hervorming ideologie deur opvoeders ingeneem word in
hul optrede as onderwysers. Hier is 'n tabel wat kan help om u dominante instruksi-
onele praktyk te identifiseer en u probeer help om dit aan te pas (indien nodig), om
meer gebalanseerd en in lyn met die hervorming benadering, soos voorgestel deur die
NKYV, te wees.

Waardes Tradisioneel — fokus op onderrigmateriaal, korrektheid
van leerders se antwoorde en wiskundige geldigheid
van metodes.

Hervorm — patrone vind, konsepte verbind, wiskundig
kommunikeer en probleemoplossing.

Onderrigmetodes Tradisioneel — verklarend, oordrag van inligting, baie
oefen en herhaling, stap vir stap bemeestering van algo-
ritmes.

Hervorm - Geleide ontdekkingsmetodes, eksplorasie,
modellering. Hoé vlak van redenasie is sentraal.

Groepering van Leerders | Tradisioneel — oorheersend gelyksoortige groepering.
Hervorm — oorheersend gemengde vermoéns.

Die vak wiskunde verskaf uiter aard ruim geleentheid om te voldoen aan die her-
vormde doelwitte. Die definisie van wiskunde moet verstaan en omhels moet word
deur die opvoeders betrokke by die onderrig en die leer van die vak. In die navorsing
is dit goed gedokumenteer dat ons opvattings oor wat wiskunde is, ‘'n invloed het op
ons benadering tot die onderrig en leer van die vak.

Drie sienings van wiskunde word hier aangebied. Die instrumentalistiese siening van
wiskunde aanvaar die standpunt dat wiskunde 'n versameling feite, reéls en vaardig-
hede is wat gebruik word as 'n middel vir 'n doelwit, sonder dat daar noodwendig 'n
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verband is tussen hierdie komponente. Die Platonistiese siening van wiskunde is dat
die vak 'n statiese, maar verenigde liggaam van sekere kennis is, waarbinne wiskunde
ontdek word eerder as om geskep te word. Die probleemoplossing siening van wis-
kunde is dat dit 'n dinamiese, voortdurend ontwikkelende veld van menslike skepping
en uitvinding is wat op sigself 'n kulturele produk is. Wiskunde word dus beskou as
'n proses van ondersoek, eerder as 'n voltooide produk. Die resultate bly voortdurend
oop vir hersiening. Een voorgestel is dat 'n hiérargiese orde bestaan binne hierdie drie
aansigte, met die instrumentalistiese siening op die laagste vlak en die probleemoplos-
sing siening op die hoogste vlak.

Volgens die NKV:

Wiskunde is die studie van hoeveelheid, struktuur, ruimte en verandering. Wiskun-
diges soek patrone, formuleer nuwe veronderstellings en vestig aksiomatiese stelsels
deur die streng deduktiewe afleiding vanaf toepaslik gekose aksiomas en definisies.
Wiskunde is 'n menslike aktiwiteit wat deur alle kulture beoefen is, vir duisende jare
reeds. Wiskundige probleemoplossing stel ons in staat om die wéreld rondom ons
(fisies, sosiaal en ekonomies) te verstaan en, belangrikste van alles, om te leer om
kreatief te dink.

Dit stem goed ooreen met die probleemoplossing siening van wiskunde en mag dalk
sommige van ons instrumentalistiese of Platonistiese sienings, as 'n statiese versame-
ling van kennis, feite, reéls en vaardighede wat geleer en toegepas moet word, uit-
daag. Die NKV probeer om so 'n benadering te ontmoedig en moedig wiskunde-
onderwysers aan om op 'n dinamiese en kreatiewe manier hulle leerders as wiskun-
diges te betrek by 'n proses van studie, begrip, redenering, probleemoplossing en
kommunikasie. Hieronder is 'n lys wat u kan help om u lesse aktief te ontwerp in
'n poging om die NKV definisie van wiskunde te omhels en om nader te beweeg
aan 'n probleemoplossing konsepsie van die onderwerp. Die aanvaarding van so 'n
benadering tot die onderrig en leer van wiskunde sal op sy beurt bydra tot die imple-
mentering en realisering van die voorgenome kurrikulum, in terme van die kwaliteit
van die leerders wat uit die onderwysstelsel kom.

Leerders neem deel aan die oplossing van
kontekstuele probleme wat verband hou
met hul lewens en vereis dat hulle 'n pro-
bleem interpreteer en dan 'n geskikte wis-
kundige oplossing te vind.

Leerders word gevra om uit te werk watter
busdiens die goedkoopste is, gegee die ta-
riewe en die afstand wat hulle wil reis.

Leerders raak betrokke by die oplos van
probleme van 'n suiwer wiskundige aard,
wat hoérorde denke en die toepoassing van
kennis (ni standaard probleme) benodig.

Leerders word gevra om 'n grafiek te teken.
Hulle het nog nie 'n spesifieke tekenteg-
niek (byvoorbeeld vir 'n parabool) geleer
nie, maar het geleer om die tabelmetode te
gebruik om reguit lyne te teken.

Leerders kry geleentheid om oor betekenis
te redeneer.

Leerders bespreek hul begrip van konsepte
en strategieé vir die oplossing van pro-
bleme met mekaar en met die onderwyser.

Leerders word geleer end gevra om situ-
asies op verskeie ekwivalente maniere te
verteenwoordig (wiskundige modellering).

Leerders verteenwoordig dieselfde data
met behulp van 'n grafiek, 'n tabel en 'n
formule om die data voor te stel.
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Leerders doen individueel wiskundige on-
dersoeke in die klas, gelei deur die onder-
wyser waar nodig.

Elke leerder kry 'n wiskundige probleem
(byvoorbeeld om die aantal priemgetalle
minder as 50 te vind) wat ondersoek moet
word en die oplossing neergeskryf moet
word. Leerders werk onafhanklik.

Leerders werk saam as 'n groep/span om
ondersoek in te stel of 'n wiskundige pro-
bleem op te los.

‘n Groep word opdrag gegee om saam te
werk aan 'n probleem wat vereis dat hulle
patrone in data ondersoek, om veronder-
stellings te maak en 'n formule vir die pa-
troon te vind.

Leerders doen oefeninge om hulle kennis
van konsepte te konsolideer en verskeie
vaardighede te bemeester.

Voltooiing van 'n oefening wat roetine pro-
sedures benodig.

Leerders kry geleenthede om die wissel-
werking tussen verskillende aspekte van
wiskunde te sien en om te sien hoe die ver-
skillende uitkomste verwant is.

Terwyl leerders deur meetkunde probleme
werk, word hulle aangemoedig om gebruik
te maak van algebra.

Leerders word gevra om probleme vir hulle
onderwyser en klasmaats op te stel.

Leerders word gevra 'n algebraiese woord-
som op te stel (waarvan hulle ook die op-

lossing ken), vir die persoon wat langs
hulle sit om op te los.

Oorsig van die onderwerpe

Oorsig van onderwerpe en hulle relevansie:

Funksies vorm 'n sentrale deel
van leerders se wiskundige
begrip en redenasie-proseese

Brei graad 10 werk oor verwantskappe tussen verander-
likes in terme van numeriese, grafiese, woordelikse en
simboliese voorstellings van funksies uit. Leerders moet
gemaklik tussen hierdie voorstellings (tabelle, grafieke,
woorde en formules) kan omskakel. Sluit 'n lineére en
kwadratiese polinome funksies, eksponensiéle funksies,
sommige rasionale funksies en trigonometriese funksies.
Genereer soeveel moontlike grafieke as wat nodig is,
aanvanklik deur punt-vir-punt-stipping, ondersteun deur
beskikbare tegnologie. Maak en toets veronderstellings
en veralgemeen vervolgens die uitwerking van die para-
meter wat 'n horisontale strek en/of 'n refleksie rondom
die y-as teweegbring.

Probleemoplossing en grafiekwerk wat die voorge-
skrewe funksies betrek. Die gemiddelded gradient tus-
sen twee punte.

in algebra. Dit is ook uit-
stekende geleentheid vir kon-
tekstuele wiskundige model-
leringsvrae.

Baie wiskunde wentel
rondom die identifisering
van patrone.

Ondersoek getalpatrone wat lei tot die soort waar daar
‘'n konstante tweede verskil tussen opeenvolgende terme
is en die algemene term dus kwadratiese is.
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Gebruik eenvoudige en saamgestelde vervalformules
om probleme op te los (insluitend eenvoudige vermin-
dering en samegestelde vermindering). Verbind met die
werk oor funksies.

Die uitwerking van verskillende periodes van saamge-
stelde groei en verval (insluitend effektiewe en nominale
rentekoerse).

Neem kennis dat daar getalle bestaan wat nie op die
reelegetallelyn voorkom nie, die nie-reelegetalle. Dit is
moontlik om sekere nie-reelegetalle te kwadreer en ne-
gatiewe reele getalle as antwoorde te verkry.

a. Pas die eksponensiéle wette vir eksponente toe op
die uitdrukkings wat rasionale eksponente bevat.

b. Tel op, trek af, vermenigvuldig en deel eenvoudige
wortelvorme.

Hersien faktorisering.

Los op: kwadratiese vergelykings, kwadratiese ongelyk-
hede in een veranderlike en interpretter die antwoord
grafies, en vergelykings in twee veranderlikes waarvan
een lineére en die ander kwadratiese.

Die wiskunde van finansies is
baie relevant vir daaglikse en
langtermyn finansiéle besluite
wat leerders sal moet maak vir
beleggings, lenings, spaar, be-
grip van wisselkoerse en die
invlioed daarvan wéreldwyd.

Algebra verskaf die grond-
slag vir wiskundige leerders
om te beweeg van nume-
riese berekeninge na veral-
gemeende operasies, vereen-
voudiging van uitdrukkings,
oplos van vergelykings en ge-
bruik van grafieke en ongelyk-
hede vir oplossing van kon-
tekstuele probleme.

Word nie in graad 11 gedek nie. ]

a. Afhantlike en onafhanklike gebeurtenisse.
b. Venn-diagramme en boomdiagramme of tweerigting-
tabelle as hulpmiddels om waarskynlikheidsprobleme
op te los (waar gebeurtenisse nie noodwendig onafhank-
lik is nie).

a. Ondersoek en bewys stellings aangaande sirkelmeet-
kunde. Aanvaar feite uit vorige grade tesame met ander
feit rakende raaklyne en radusse van sirkels.

b. Los sirkelmeetkundeprobleme op en gee redes wan-
neer vereis word.

c. Bewys meetkundige vraagstukke/probleme

Hersien graad 10 werk.

Hierdie onderwerp is nuttig
vir die ontwikkeling van goeie
logiese redenasievermoé en
vir die opvoeding van leerders
in terme van werklike lewens-
kwessies soos dobbelary en
die slaggate daarvan.

Die denkprosesse en wiskun-
dige vaardighede met betrek-
king tot die bewys van ver-
onderstellings en die indentifi-
sering van valse veronderstel-
lings is meer relevant as om
die inhoud te studeer. Die op-
pervlakte en volume in prak-
tiese kontekste soos die ont-
werp van kombuise, die teél
en verf van kamers, die ont-
werp van verpakking, ens. is
relevant tot die huidige en
toekomstige lewens var leer-
deers.
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sin 6

a. Lei af en gebruik die identiteite: tanf = 5

sin? 0 + cos? 0 = 1.

b. Lei die reduksieformules af.

c. Bepaal die algeme oplossing en/of die spesifieke op-
lossings van trigonometriese vergelykings.

d. Bepaal die sinus, kosinus en area-reels.

Los probleme in tweedimensionele figure op.

en

Gebruik die Cartesise koordinaatstelsel om die vol-
gende: die vergelyking van 'n lyn deur enige twee ge-
gewe punte, die vergelyking van 'n lyn deur een punt
en ewewydig of loodreg met 'n gegewe lyn. en die in-
klinasie van 'n lyn af te lei en toe te pas.

a. Stel maatstawwe van sentrale neiging en verspreiding
in eenveranderlike numeriese data voor deur ogiewe te
gebruik, en berekening van die variansie en standaard-
afwyking van stelle data sonder sakrekenaar (vir klein
stelle data) en met 'n sakrekenaar (vir groter stelle data)
en stel die resultate grafies voor.

b. Stel skeefgetrekte data voor in
snordiagramme en frekwensieveelhoeke.
uitskieters.

mond-en-
Identifiseer

Trigonometrie het versleie ge-
bruike in die samelewing, bv.
in navigasie, musiek, geogra-
fie en die ontwerp en kon-
struksie van geboue.

Hierdie afdeling verskaf ’'n
verdere toegepassing vir leer-
ders se algebraiese en trigo-
nometriese interaksie met die
Cartesise vlak. Kunstenaars
en die ontwerp en uitleg in-
dustrieé maak dikwels gebruik
van die inhoud en denkpro-
sesse van hierdie wiskundige
onderwerp.

Mense word daagliks gekon-
fronteer met die interpretasie
van data wat deur die me-
dia verskaf word. Dikwels
word data bevooroordeeld of
wanvoorgestel binne 'n sekere
konteks. In enige soort navor-
sing is die insameling en han-
tering van data kernprosesse.
Hierdie onderwerp help ook
leerders op om meer sosiaal
en polities opgevoed te wees
ten opsigte van die media.

Wiskunde onderwysers moet ook verseker dat die volgende belangrike spesifieke doel-
witte en algemene beginsels toegepas word in wiskunde-aktiwiteite in alle grade:

e Sakrekenaars mag slegs gebruik word om die standaard numeriese berekeninge
uit te voer en berekeninge wat met die hand gedoen is, te kontroleer

e Werklike probleme geintegreer word in alle afdelings, om wiskundige modelle-
ring te behou as 'n belangrike fokuspunt van die kurrikulum

e Ondersoeke gee leerders die geleentheid om hul vermoé om meer metodies
te wees, om te kan veralgemeen, en om veronderstellings te kan ontwikkel en
regverdig en/of bewys.

e Gepaste benaderings- en afrondingsvaardighede moet geleer word en voortdu-
rend aangemoedig word in aktiwiteite.

e Die geskiedenis van wiskunde moet ingewerk word in projekte en take, waar
moontlik, om die menslike aspek en ontwikkelende aard van wiskunde te illus-
treer.

e Kontekstuele probleme moet kwessies met betrekking tot gesondheid, maatskap-
like, ekonomiese, kulturele, wetenskaplike, politieke en omgewingskwessies in-
sluit, waar moontlik.
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e Konseptuele begrip van “wanneer” en “hoekom” moet ook deel vorm van die
tipes probleme.

e Onderrig vir gemengde vermoéns vereis dat opvoeders in staat is om leerders uit
te daag en remediérende ondersteuning aan te bied, waar nodig.

e Wanpersepsies wat deur assessering blootgestel word, moet hanteer en reggestel
word met behulp van vrae ontwerp deur opvoeders.

e Probleemoplossing en kognitiewe ontwikkeling moet sentraal wees tot alle wis-
kunde onderrig en leerwerk, sodat leerders hulle kennis doeltreffend kan toepas.

Toekenning van onderrigtyd:

Tydstoekenning vir Wiskunde per week: 4 ure en 30 minute bv. ses 45 minuut perio-
des per week.

Kwartaal 1 Exponente en wortelvorme

Vergelykings en ongelykhede

Getalpatrone

Analytiese Meetkunde

Kwartaal 2 Funksies

Trigonometrie (reduksieformules, grafieke, vergelykings)
Half-jaar eksamens

Kwartaal 3 Meting

Euklidiese meetkunde

Trigonometrie (sinus, kosinus en area reele)
Finansies, groei en decay

Waarskynlikheid

Kwartaal 4 Statistiek

Hersiening

Eksamen

W W WINIDNDN W= WA DMNwWDNWW

Sien bladsy 19 van die Kurrikulum- en Assesseringsbeleidsraamwerk vir die volgorde-
bepaling en tempo van onderwerpe.

1.3  Assesering

“Opvoeder assessering is deel van die alledaagse onderrig en leerwerk in die klas-
kamer. Opvoeders hou besprekings met leerders, lei hulle in hul werk, vra en beant-
woord vrae, neem waar, help, moedig aan en daag uit. Daarbenewens merk en hersien
hulle geskrewe en ander vorme van werk. Deur middel van hierdie aktiwiteite is hulle
voortdurend besig om meer uit te vind oor hulle leerders se vermoéns en prestasies.
Hierdie kennis lig dan planne in vir toekomstige werk. Opvoeder assessering behels
hierdie deurlopende proses. Dit moet nie gesien word as 'n afsonderlike aktiwiteit wat
noodwendig die gebruik van ekstra take of toetse vereis nie.”

Soos die aanhaling hierbo suggereer, behoort assessering opgeneem te word as deel
van die klaskamerpraktyk, eerder as 'n afsonderlike aktiwiteit. Navorsing gedurende
die afgelope tien jaar dui aan dat leerders 'n gevoel kry van wat hulle weet en nie
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weet nie, van wat hulle hieromtrent kan doen en hoe hulle hieroor voel, vanaf ge-
reelde klaskamerassessering en onderwyser terugvoer. Die onderwyser se persepsies
van en benadering tot assessering (beide formele en informele assessering) kan 'n in-
vloed hé op die klaskamerkultuur, wat geskep word met betrekking tot die leerders se
verwagtinge van en prestasie in assesseringstake. Literatuur oor klaskamerassessering
onderskei tussen twee verskillende doelwitte van assessering: assessering van leer en
assessering vir leer.

Assessering van leer is geneig om 'n meer formele assessering te wees en assesseer
hoeveel leerders geleer het, of op 'n bepaalde punt in die jaarlikse onderrigplan ver-
staan. Die NKV bied omvattende riglyne oor die soorte en hoeveelheid van formele
assessering wat moet plaasvind binne die onderrigjaar, om die skoolgebaseerde asses-
seringspunt saam te stel. Die skoolgebaseerde assesseringspunt dra 25% by tot die
finale persentasie van 'n leerder se promosiepunt; die einde van die jaar eksamen be-
paal die ander 75% van die jaarlikse promosiepunt. Daar word van leerders verwag
om 7 formele assesseringstake vir hul skoolgebaseerde assesseringspunt te hé. Die
aantal take en hul gewig in die graad 10 wiskunde kurrikulum is hieronder opgesom:

Skool-gebaseerde Assessering Kwartaal 1 Projek/Ondersoek| 20
Toets 10
Kwartaal 2 Opdrag/Toets 10
Eksamen 30
Kwartaal 3 Toets 10
Toets 10
Kwartaal 4 Toets 10
Skool-gebaseerde Asseseringspunt 100
Skool-gebaseerde Asseseringspunt 25%
(as 'n persent van vorderingspunt)
Eindeksamen 75%
Vorderingspunt 75%

Die volgende is 'n kort verduideliking van elk van die assesseringstake ingesluit in die
assesseringsprogram hierbo

Alle wiskunde-opvoeders is vertroud met hierdie vorm van formele assessering. Die
toetse sluit 'n verskeidenheid van items/vrae in wat die onderwerpe dek wat reeds
voor die toets aangebied is. Die nuwe NKV bepaal ook dat wiskundetoetse vrae wat
betrekking het op die volgende vier tipes kognitiewe vlakke insluit:
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Kennis Beramings- en toepaslike afronding
van getalle.

Bewyse van voorgeskrewe stellings.
Die aflei van formules.

Direkte herroeping

Identifisering en die direkte gebruik
van formules op die inligtingsblad
(geen verandering van die onderwerp).
Gebruik van wiskundige feite..
Toepaslike gebruik van wiskundige
woordeskat.

Roetine prosedures Voer bekende prosedures uit. 35
Eenvoudige toepassings en bereke-
ninge.

Afleiding vanaf die gegewe inligting.
Identifikasie en die gebruik (insluitend
die verandering van die onderwerp)
van korrekte formules.

Vrae oor die algemeen soortgelyk aan
dié wat in die klas behandel is.
Komplekse prosedu- | Probleme behels komplekse bereke- | 25
res nings en/of hoér redenasie.

Daar is dikwels nie 'n duidelike pad na
die oplossing.

Probleme hoef nie gebaseer te wees op
'n werklike konteks nie.

Kan die vorming van beduidende ver-
binddings tussen verskillende voorstel-
lings behels. Verreis konseptuele be-
grip.

Vereis konseptuele begrip.
Probleemoplossing Voorheen ongesiende nie-roetine pro- | 15
bleme (wat nie noodwendig moeilik is
nie).

Hoér orde begrip en prosesse is dik-
wels betrokke.

Kan die vermoé om die probleem in sy
samestellende dele op te breek, vereis.

Die uiteensetting van die toetse oor die vier kwartale van die NKV assesseringsprogram
word as volg opgesom:

Kwartaal 1: Een toets van ten minste 50 punte en een uur, of twee/drie toetse van ten
minste 40 minute elk.

Kwartaal 2: Of een toets (van ten minste 50 punte) 6f 'n werkstuk..
Kwartaal 3: Twee toetse, elk van ten minste 50 punte en een uur.

Kwartaal 4: Een toets van ten minste 50 punte.
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Projekte/Ondersoeke

Ondersoeke en projekte bestaan uit oop vrae wat denkprosesse inisiéer en ontwik-
kel. Die aanleer en ontwikkeling van probleem-vaardighede is 'n noodsaaklike deel
van ondersoeke en projekte. Hierdie take bied leerders die geleentheid om onder-
soek in te stel, inligting te versamel, resultate te tabuleer, veronderstellings te maak,
en hierdie veronderstellings te regverdig of bewys. Voorbeelde van ondersoeke en
projekte en moontlike assesseringskale word aangegee in die volgende afdeling oor
assessering ondersteuning. Die NKV assesseringsprogram dui aan dat slegs een projek
of ondersoek (van ten minste 50 punte) per jaar ingesluit moet word. Alhoewel die
projek/ondersoek in die eerste kwartaal aangegee word van die assesseringsskedule,
kan dit ook in die tweede kwartaal gedoen word.

Opdragte

Die NKV sluit die volgende take in as goeie voorbeelde van opdragte:

e Oopboe toets

e Vertalingsopdrag

e Foute identifiseer en verbeter

e Korter ondersoek

e Joernaalinskrywing

e Breinkaart (ook bekend as 'n metacog)

e Olimpiade (eerste ronde)

e Wiskunde-handleiding oor 'n hele onderwerp

e Wiskunde tutoriaal op meer komplekse probleemoplossings vrae

Die NKV assesseringsprogram vereis dat ‘'n opdrag(van ten minste 50 punte) in die
tweede kwartaal gegee word. Dit kan 'n kombinasie wees van 'n paar van die voor-
beelde hierbo. Meer inligting oor hierdie voorgestelde voorbeelde van opdragte en
moontlike assesseringsrubrieke word in die volgende afdeling oor assesseringsonder-
steuning gegee.

Eksamens

Opvoeders is goed vertroud met hierdie summatiewe vorm van assessering wat ge-
woonlik tweekeer per jaar gedoen word: die middel-van-die-jaar eksamens en einde-
van-jaar eksamens. Dit is soortgelyk aan toetse, maar dek 'n groter verskeidenheid
van onderwerpe wat voltooi is voor elke eksamen. Die NKV bepaal dat elke eksamen
die vier kognitiewe vlakke sal dek volgens hul aanbevole gewigte soos saamgevat in
die afdeling oor toetse. Die volgende tabel gee 'n opsomming van die vereistes en
inligting van die NKV vir die twee eksamens.
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Middel-van-die- | 100 Een vraestel: 2 uur of Onderwerpe voltooi

jaar eksame 50 + 50 Twee vraestels: 1 uur elk
Einde-van-die- 100+ Vraestel 1: 2 uur Algebraiese uitdrukkings, vergely
jaar eksamen kings en ongelykhede (+45)

Getalpatrone en sekwensies (+2°
Finansies, groei en decay (+15)
Funksies en grafieke (£45)
Waarskynlikheid (£+20)

100 Vraestel 2: 2 ure Statistiek (£20)

Analyties meetkunde (4+30)
Trigonometrie (£50)

Euklidiese meetkunde en metin
(+£50)

In die jaarlikse opsommende onderrigplan van die NKV in Wiskunde vir Graad 11,
verskaf die pasaanduider afdeling 'n gedetailleerde model van die voorgestelde onder-
werpe wat gedek moet word in elke week van elke kwartaal en die gepaardgaande
formele assessering.

Assesering vir leer is geneig om meer informeel te wees en fokus op die toepassing
van assessering in die loop van die daaglikse klaskameraktiwiteite. Dit sluit in:

1. Nasien van huiswerk

2. Basislynasseserings

3. Diagnostiese assessering
4. Groepwerk

5. Klasbesprekings

6. Mondelinge aanbiedings
7. Self-assessering

8. Eweknie-assessering

Hierdie aktiwiteite word uitgebrei in die volgende afdeling oor assesseringsondersteu-
ning en voorgestelde assesseringskale word voorsien. Waar formele assessering geneig
is om die leerder te beperk tot skriftelike assesseringstake, is die informele assessering
nodig is om leerders se vordering in verbale wiskundige redenasie- en kommunika-
sievaardighede te evalueer en aan te moedig. Dit bied ook 'n minder formele asses-
seringsomgewing wat leerders toelaat om hulleself openlik en eerlik te assesseer, om
verantwoordelikheid te neem vir hul eie leer, sonder die swaar las van die prestasie
(of punte) komponent. Die assessering-vir-leer aktiwiteite moet ten minste een keer 'n
week ingesluit word in die klaskamer-aktiwiteite (as deel van’ n les) om te verseker dat
die opvoeder in staat is om voortdurend die leerders se begrip van die onderwerpe
wat gedek is en hulle doeltreffendheid te evalueer. Dit bemagtig ook die opvoeder
om enige moontlike tekortkominge in sy of haar eie onderrig van die onderwerpe te
identifiseer.

16 1.3. Assesering




Assessering ondersteuning

'n Verskeidenheid van verduidelikings, voorbeelde en voorgestelde assesseringskale
vir die assessering van leer (formele vorme van assessering) en die assessering vir
leer (informele vorme van assessering), wat in die vorige afdeling genoem is, word in
hierdie afdeling uiteengesit.

Basislynasseserings

Basislyn- of grondlynassessering is ‘'n metode vir die vasstelling van:

e die voorkennis waaroor ‘n leerder beskik

'n leerder se vlak van kennis oor 'n spesifieke leerarea

die vaardigheids- en toepassingsvlak wat ‘n leerder toon

‘n leerder se vlak van begrip van die verskillende leerareas

Dit is nuttig vir ‘'n opvoeder om te weet wat ‘n leerder se individuele vertrekpunt is,
ten einde hom/haar te help na 'n meer gevorderde vlak en om sodoende vordering
maak. Dit help ook voorkom dat groot "gapings”bestaan in leerders se kennis soos
wat hulle beweeg deur die onderwysstelsel. Uitkomsgebaseerde onderwys is ‘'n meer
leerder-gesentreerde benadering as waaraan ons in Suid-Afrika gewoond is; dus moet
die klem moet nou verskuif na die vlak van elke individuele leerder, eerder as dié van
die hele klas.

Die basislynassessering dien ook as ‘n maatstaf om leerders in staat te stel om meer
verantwoordelikheid vir hulle eie leer te neem en hulle eie vordering te monitor. In
die tradisionele assesseringstelsel daal die swakker leerders dikwels van 'n gemiddeld
van 40% in die eerste kwartaal tot 'n gemiddeld van 30% in die vierde kwartaal as
gevolg van 'n toename in die werkslading. Hulle toon dus geen duidelike vordering
nie. Basislynassessering gee inligting oor die vlakke wat verbeter kan word en soos die
leerder vorder deur 'n afdeling van die werk, kan aangetoon word of die leerder meer
kennis, begrip en vaardigheid in daardie gebied verwerf.

Diagnostiese assessering

Dit word gebruik om uit te vind of enige spesifieke probleme bestaan ten opsigte van
'n afdeling van die werk ten einde die leerder te voorsien van toepaslike addisionele
hulp en leiding. Die assessering help die opvoeder en die leerder om probleema-
reas, misverstande, wanopvattings en foutiewe gebruik en interpretasie van notasie te
identifiseer.

‘'n Paar punte om in gedagte te hou:

e Probeer om nie te veel konsepte te toets binne 'n enkele diagnostiese assessering
nie.

e Wees selektief in die tipe vrae wat jy kies.
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e Diagnostiese assesserings moet met 'n sekere struktuur in gedagte ontwerp word.
As 'n opvoeder moet jy besluit presies watter uitkomste jy wil assesseer en die
inhoud van die assessering dienooreenkomstig struktureer.

e Die beoordeling is anders gemerk ander toetse wat die punt is nie die fokus nie,
maar eerder die tipe foute wat die leerder gemaak het.

Die beoordeling word anders gemerk as ander toetse want die punt is nie die fokus
nie, maar eerder die tipe foute wat die leerder gemaak het.

0: dui aan dat die leerder nie die konsep onder die knie het nie en dat daar 'n funde-
mentele wiskundige probleem bestaan.

1: dui aan dat die leerder 'n idee het van die inhoud, maar nie ware begrip van die
inhoud of die notasie toon nie.

2: dui op getuienis van ‘'n mate van begrip deur die leerder, maar verdere konsolidasie
is steeds 'n vereiste.

3: dui op 'n duidelike bewys dat die leerder die konsep verstaan en die notasie korrek
kan gebruik.

Sakrekenaar werkblad: assessering van diagnostiese vaardighede

1. Bereken:

a) 242+ 63 =

b) 2 — 36 x (114 + 25) =
0 V144 +25 =
)
)

d) v/729 =

e) —312+6+ 879 — 321+ 18901 =
2. Bereken:
2,1
3)74‘5*
2 -3 =
0 -23+1=
d) 4—3x2=
9 8 3
e (15 —9)+35=
f2x(4)" - ()=
9 4
8 i~ 16—

Self-assessering rubriek:

Naam:
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Ta

1b

1c

1d

Te
Subtotaal
2a

2b

2c

2d

2e
Subtotaal
Totaal

Opvoeder-assessering rubriek:

Verhoging na 'n mag

Vind 'n wortel

Berekeninge met breuke

Hakies en volgorde van berekeninge
Skattings en hoofreken-kontrole

Riglyne vir assessering van sakrekenaarvaardighede:

Verhoging tot 'n mag Vierkante en derdemagte | 1a, 2f
Hoer orde magte 1b

Vind 'n wortel Vierkants en derdermags- | 1c, 2g
wortels 1d
Hoer order wortels

Berekeninge met breuke Basiese erekeninge 2a, 2d
Gemengde getalle 2b, 2c
Negatiewe getalle le, 2c
Kwadree breuke 2f
Vierkantswortel van | 2g
breuke

Hakies en volgende van bereke- | Korrekte gebruik van ha- | 1b, 1c, 2e, 2f, 2g

ninge kies of volgorde van bere-
kenininge

Skattings en hoofrekenkontrole Algeheel Almal
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Voorgestelde riglyn vir die toekenning van algehele vlakke

Viak 1

Leerder is in staat om basiese bewerkings te doen met die sakrekenaar.
Leerder is in staat om basiese bewerkings te doen met die sakrekenaar.

Die leerder toon nie voldoende hoofrekenskatting en -kontrole vaardighede nie.

Viak 2

Leerder is in staat om basiese bewerkings te doen met die sakrekenaar.

Leerder is in staat om vierkante en derdemagte van heelgetalle asook vierkants-
en derdemagswortels van getalle te bereken.

Leerder is in staat om eenvoudige berekeninge met betrekking tot breuke te doen,
sowel as om bewerkings met gemengde breuke korrek uit te voer.

Leerder toon 'n mate van hoofrekenskatting en —kontrole tegnieke.

Viak 3

Leerder is in staat om basiese bewerkings te doen op die sakrekenaar.

Leerder is in staat om vierkante en derdemagte van heelgetalle asook vierkants-
en derdemagswortels van getalle te bereken.

Leerder is ook in staat om hoér-orde magte en wortels te bereken.

Leerder is in staat om eenvoudige berekeninge met betrekking tot breuke te doen,
sowel as om bewerkings met gemengde breuke korrek uit te voer.

Leerder werk korrek met negatiewe getalle.

Leerder is in staat om hakies te gebruik in sekere berekeninge, maar verstaan nog
nie ten volle die volgorde van bewerkings wat die sakrekenaar geprogrammeer
is om uit te voer nie, vandaar die behoefte aan hakies.

Leerder is in staat om moontlike foute en probleme in hul berekeninge te identi-
fiseer, maar het hulp nodig om die probleem op te los.

Viak 4

Leerder is in staat om basiese bewerkings te doen op die sakrekenaar.

Leerder is in staat om vierkante en derdemagte van heelgetalle asook vierkants-
en derdemagswortels van getalle te bereken.

Leerder is ook in staat om hoér-orde-magte en wortels te bereken.

Leerder is in staat om eenvoudige berekeninge met betrekking tot breuke te doen,
sowel as om bewerkings met gemengde breuke korrek uit te voer.
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e Leerder werk korrek met negatiewe getalle.

e Leerder is in staat om korrek te werk met hakies en om die noodsaaklikheid en
die gebruik van hakies en die ” = sleutelin berekeninge reg te hanteer volgens
die aard van 'n wetenskaplike sakrekenaar.

e Leerder is in staat om moontlike foute en probleme in hul berekeninge te identi-
fiseer en om oplossings hiervoor te vind ten einde by 'n “meer geloofwaardige-
antwoord uit te kom.

Ander kort diagnostiese toetse

Dit is kort toetse wat klein hoeveelhede herroeping en toepassing van kennis op 'n
dag-tot-dag basis assesseer. Sulke toetse kan vrae oor een of 'n kombinasie van die
volgende insluit:

Definisies

Stellings

Meetkunderprobleme

Formules

Toepassings

Gekombineerde vrae

Oefeninge

Dit behels enige werk uit die handboek of 'n ander bron wat aan die leerder gegee
word deur die opvoeder om in die klas of tuis te voltooi. Opvoeders moet leerders
aanmoedig om nie mekaar se werk te kopieer nie en moet oplettend en noukeurig
wees in die nagaan van hierdie werk. Dit word aanbeveel dat hierdie tipe werk ge-
merk/gekontroleer sal word met behulp van ‘n kontrolelys (hieronder) om die proses
vir die opvoeder te bespoedig.

Die punte wat behaal word deur die leerder vir 'n spesifieke stuk werk moet nie geba-
seer wees op korrekte of verkeerde antwoorde nie, maar verkieslik op die volgende:

1. die poging van die leerder om antwoorde te produseer.
2. die kwaliteit van die regstellings aan werk wat voorheen verkeerd was.

3. die vermoé van die leerder om die inhoud van 'n paar geselekteerde voorbeelde
(hetsy skriftelik of mondeling) te verduidelik.

Die volgende rubriek kan gebruik word om klas- of huiswerkoefeningete assesseer:
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Werk gedoen

2 Al die werk gedoen

1 Gedeeltelik voltooi

0 Geen werk gedoen

Werk netjies gedoen

2 Werk netjies ge-
doen

1 Sekere werk nie
netjies gedoen nie

0 Slordig en deurme-
kaar

Regstellings gedoen

2 Deurgaans alle reg-
stellings gedoen

1 Ten minste helfte
van die restellings ge-
doen

0 Geen restellings ge-
doen

Korrekte wiskundige
metode

2 Deurgaans

1 Soms

0 Glad nie

Begrip van wiskun-
dige tegnieke en
prosses

2 Kan konsepte en
prossese akkuraat
verduidelik

1 Verduidelikings is
dubbelsinnig en nie
gefokus nie

0 Verduidelikings is
verwarrend of irrele-
vant

Joernaalinskrywings

'n Joernaalinskrywing is 'n poging deur 'n leerder om in geskrewe woorde uit te druk
wat in Wiskunde gebeur. Dit is belangrik om in staat wees om 'n wiskundige probleem
en die oplossing daarvan in die geskrewe taal te verwoord. Dit kan op verskillende

maniere gedoen word:

e Vandag in wiskunde het ons geleer...

e Skryf 'n brief aan 'n vriend wat siek was om te verduidelik wat vandag gebeur

het in die klas.

e Verduidelik die denkproses agter die poging om 'n spesifieke wiskundeprobleem
op te los, bv. skets die grafiek va y = 22 — 222 + 1 en verduidelik hoe om so 'n

grafiek te teken.

e Gee 'n oplossing vir 'n probleem, besluit of dit korrek is, en indien nie, verduide-
lik die moontlike probleme wat ervaar word deur die persoon wat die verkeerde
oplossing geskryf het.

'n Joernaal is 'n waardevolle hulpmiddel wat die opvoeder in staat stel om wiskundige

wanopvattings van die leerders te identifiseer. Die nasien van hierdie soort oefening
kan gesien word as subjektief, maar 'n rubriek kan die taak vereenvoudig.

Die volgende rubriek kan gebruik word om joernaalinskrywings te merk. Die assesse-
ringsrubriek moet aan leerders gegee voor die taak gedoen word.

Voltooi binne tydsbeperking?

Korrektheid van die verduideli-

king?

Korrekte en toepaslike gebruik van

wiskundige taal?

Is die konsep korrek geinterpre-

teer?

1.3. Assesering




Vertalings

Vertaling assesseer die leerder se vermoé om woorde te vertaal in wiskundige notasie
of om ’n verduideliking van wiskundige konsepte in woorde te gee. Dikwels wanneer
leerders wiskundige taal en notasie korrek kan gebruik, toon hulle 'n groter begrip van
die konsepte.

Byvoorbeeld:

Skryf die letter van die korrekte uitdrukking langs die ooreenstemmende nommer:

x word met 10 vermeeder a) Ty
Die produk van z en y b) z—2
Die som van 'n sekere getal en | ¢) x?
dubbel daardie getal
Helfte van 'n sekere getal verme- | d) % X 2
nigvuldig met homself
Twee minder as x e) T+x+2
'n Sekere getal vermenigvuldig | f) z?
met homself

Groep werk

Een van die beginsels in die NKV is om leerders te produseer wat in staat is om effek-
tief te werk in groepsverband. Leerders vind dit oor die algemeen moeilik om te doen,
daarom moet hulle aangemoedig word om in klein groepies te werk. Dikwels ont-
wikkel leerders ‘n beter begrip van konsepte en prosesse wanneer hulle met bystand
van hulle maats werk. Slim leerders vind hierdie tipe taak gewoonlik moeilik, en tog
is dit belangrik dat hulle leer hoe om te help en effektief te kommunikeer met ander
leerders.

Breinkarts of metacogs

‘n Metacog of "breinkaartis 'n nuttige hulpmiddel. Dit help om idees te koppel en
verbindings te vorm van sake wat andersins onverwant voorgekom het. 'n Breinkaart
kan gebruik word aan die begin of einde van 'n afdeling ten einde leerders 'n oor-
sigtelike perspektief van die werk te gee, of as 'n herinnering aan 'n gedeelte van die
werk wat reeds afgehandel is. Dit moet beklemtoon word dat dit nie 'n opsomming
is nie. Ongeag hoe jy dit gebruik, dit is 'n geleentheid wat 'n leerder gegee word om
navorsing te doen in 'n bepaalde veld en te kan toon dat hy/sy ‘n begrip het van die
betrokke afdeling.

Dit is 'n oopboek vorm van assessering en leerders kan enige materiaal gebruik wat
hulle voel sal kan help. Daar word voorgestel dat hierdie aktiwiteit geoefen word, met
behulp van ander onderwerpe, voor ‘n breinkaart-toets voorgelé word vir portefeulje-
assessering.

Na voltooiing van die beinkaart, moet die leerders in staat wees om insiggewende vrae
daaroor te beantwoord. Dit is wat ‘n breinkaart onderskei van 'n gewone opsomming
van 'n afdeling van die werk. Leerders moet verwys na hul breinkaart wanneer die
vrae beantwoord word, maar mag nie verwys na enige verwysingsmateriaal nie. Hier
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is ‘'n paar riglyne om aan leerders te gee waaraan voldoen moet word wanneer ‘n
breinkaart saamgestel word, sowel as twee voorbeelde om leerders te help om aan
die gang te kom . 'n Assesseringsrubriek word ook voorsien. Dit moet beskikbaar
gestel word aan die leerders voor hulle begin om hulle breinkaarte saam te stel. Op
die volgende bladsy is 'n modelvraag vir 'n breinkaart, asook 'n paar voorbeelde van
vrae wat gevra kan word binne die konteks van die samestelling van ‘n breinkaart oor
analitiese meetkunde.

'n Basiese breinkaart word op die volgende wyse saamgestel:

e Skryf die titel/onderwerp van die vak in die middel van die bladsy en trek 'n
sirkel daar rondom.

e Vir die eerste hoofopskrif van die onderwerp, trek 'n streep uit die sirkel in enige
rigting, en skryf die opskrif bo of onder die lyn.

e Vir die sub-opskrifte van die hoofopskrif, trek lyne vir elke onderafdeling uit die
eerste lyn en benoem elkeen.

e Vir individuele feite, trek lyne uit die toepaslike opskrif.

'n Metacog (breinkaart) is ‘'n mens se persoonlike eiendom. Sodra iemand verstaan
hoe om die basiese struktuur saam te stel, kan hulle hulle eie kodering en konvensies
ontwikkel om dinge verder te neem, byvoorbeeld hoe om verbande en skakels tus-
sen feite aan te toon. Die volgende wenke kan opvoeders en leerders help om die
doeltreffendheid van hul breinkaarte te verbeter:

e Gebruik die enkele woorde of eenvoudige frases vir meer inligting. Oortollige
woorde kompliseer die breinkaart en neem onnodige tyd om neer te skryf.

o Gebruik drukskrif: aanmekaar- of onduidelike skrif lees moeiliker en is minder
aantreklik om na te kyk.

e Gebruik kleur om verskillende idees te skei - dit sal jou brein help om verskil-
lende idees van mekaar te onderskei waar nodig, en help met visualisering van
die breinkaart vir maklike herroepping. Kleur help ook om organisasie te wys.

e Gebruik simbole en diagramme/sketse waar van toepassing. As 'n simbool iets
vir jou beteken en meer inligting oordra as woorde, gebruik dit. Prente/foto’s
help ook om inligting te onthou.

e Gebruik vorms, sirkels en raampies om brokkies inligting met mekaar te verbind
- dit is 'n bykomende hulpmiddels om die groepering van inligting voor te stel.

Gebruik die konsep van analitiese meetkunde as jou onderwerp en konstrueer 'n brein-
kaart (of metacog) met al die inligting (insluitend terminologie, definisies, formules en
voorbeelde) wat jy ken oor die onderwerp van analitiese meetkunde. Moontlike vrae
om die leerder te vra na voltooiing van die breinkaart:

e Verduidelik kortliks wat die wiskunde onderwerp van analitiese meetkunde be-
hels.

e Identifiseer en verduidelik die afstandformule, die afleiding daarvan en die ge-
bruik daarvan op jou breinkaart.
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e Hoe verskil of stem die berekening van gradiént in analitiese meetkunde ooreen
met die benadering wat gebruik word om die gradiént te bereken wanneer daar
met funksies gewerk word?

'n Voorgestelde eenvoudige rubriek vir nasien van 'n breinkaart:

Betyds voltooi
Hoofopskrifte
Korrekte teorie (Formules, defi-
nisies, terminologie, ens.)
Verduidelikking

Leesbaarheid

10 punte vir die vrae wat gemerk is met behulp van die volgende skaal:
0 - geen poging of 'n totaal verkeerde poging is gemaak

1 - 'n korrekte poging is aangewend, maar die leerder het nie die korrekte antwoord
gekry nie

2 - 'n korrekte poging is aangewend en die antwoord is korrek

Ondersoeke

Ondersoeke bestaan uit oop vrae wat denkprosesse inisieer en uitbrei. Die aanleer
en ontwikkeling van probleemoplossingsvaardighede is 'n noodsaaklike deel van die
uitvoer van ondersoeke.

Dit word voorgestel dat 2 - 3 uur toegelaat word vir hierdie taak. Gedurende die eerste
30 - 45 minute behoort leerders aangemoedig te word om te praat oor die probleem,
punte van verwarring uit te klaar, en die aanvanklike hipoteses met ander te bespreek.
Die finale skriftelike weergawe moet individueel gedoen word en moet ongeveer vier
bladsye beslaan.

Assessering van ondersoeke kan terugvoer of voordragte deur groepe of individue oor
die resultate insluit, terwyl die volgende in gedagte gehou word:

gebruik ‘n logiese volgorde in die oplossing van probleme

die pre-kennis wat nodig is om die probleem op te los

die korrekte gebruik van wiskundige taal en notasie

doelgerigtheid van die oplossing

die kwaliteit van die geskrewe en mondelinge aanbieding
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Enkele voorbeelde van voorgestelde assesseringskale ingesluit is op die volgende paar
bladsye, gevolg deur 'n seleksie van onderwerpe vir moontlike ondersoeke. Die vol-
gende riglyne moet aan leerders voorsien word voordat hulle 'n ondersoek begin:

Algemene instruksies aan leerders

e Jy kan enige van die gegewe projekte of ondersoeke kies (kyk modelvraag oor
ondersoeke).

e Volg die instruksies wat saam met elke taak gegee word noukeurig aangesien dit
beskryf hoe die finale produk aangebied moet word.

e Julle mag die probleem in groepe bespreek om kwessies uit te klaar, maar elke
individu moet sy/haar eie weergawe op skrif stel.

e Kopiéring van mede-leerders sal meebring dat die taak gediskwalifiseer word.

e Jou opvoeders is 'n bron van hulp vir jou, en al sal hulle nie antwoorde of
oplossings verskaf nie, kan hulle genader word vir wenke.

Die ondersoek moet ingehandig word op die datum deur jou opvoeder bepaal. Dit
moet ten minste die volgende bevat:

e 'n beskrywing van die probleem
¢ 'n bespreking van die manier waarop jy te werk gaan om die probleem te hanteer

e 'n beskrywing van die finale resultaat met 'n toepaslike motivering oor die gel-
digheid van die oplossing

e persoonlike refleksies wat wiskundige of ander lesse wat geleer is, insluit, sowel
as die gevoelens wat ervaar is in die ondersoek van die probleem.

e die geskrewe weergawe moet aantreklik en netjies aangebied word op sowat vier
A4-bladsye.

e hoewel die gebruik van tegnologie in die aanbieding aangemoedig word, moet
die wiskundige inhoud en prosesse die hooffokus bly.
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Hier is 'n paar voorbeelde van ‘n moontlike rubriek wat gebruik kan word vir die
nasien van die ondersoek:

4
e Bevat 'n volledige antwoord.
e Duidelike, samehangende, ondubbelsinnige en ele-
gante verduideliking.
e Sluit duidelike en eenvoudige diagramme in waar van
toepassing.
e Toon begrip van die vraag se wiskundige idees en pro-
sesse.
e Identifiseer die belangrikste elemente van die vraag.
e Sluit voorbeelde en teenvoorbeelde in.
e Gee sterk ondersteunende argumente.
e Gaan verder as die vereistes van die probleem.
3
e Bevat 'n volledige antwoord.
e Verduideliking minder elegant, minder volledig.
e Toon begrip van die vraag se wiskundige idees en pro-
sesse.
e Identifiseer die belangrikste elemente van die vraag.
e Gaan nie verder as die vereistes van die probleem nie.
2
e Bevat 'n onvolledige antwoord.
e Verduideliking is nie logies en duidelik nie.
e Toon 'n mate van begrip van die vraag se wiskundige
idees en prosesse.
e Identifiseer sommige van die belangrikste elemente van
die vraag.
e Bied argumente aan, maar onvolledig.
e Sluit diagramme in, maar onvanpas of onduidelik.
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Bevat 'n onvolledige antwoord.

Laat belangrike dele van die vraag of die hele vraag en
antwoord weg.

Bevat groot foute.

Gebruik onvanpaste strategieé.

Geen sigbare antwoord of poging.

Mondelinge Assessering

'n Mondelinge assessering behels dat die leerder aan die hele klas of ‘n groep of die
opvoeder verduidelik wat hy/sy verstaan van 'n konsep of ‘n probleem of spesifieke
vrae beantwoord. Die fokus hier is op die korrekte gebruik van wiskundige taal deur
die leerders; die bondigheid en logiese volgorde van die verduidelikings, sowel as hul
kommunikasievaardighede.

Mondelinge gedoen kan op 'n aantal maniere gedoen word:

e 'n Leerder verduidelik die oplossing van 'n huiswerkprobleem wat deur die op-
voeder gekies is.

e Die opvoeder vra die leerder 'n spesifieke vraag of 'n stel vrae om seker te maak
dat die leerder verstaan en evalueer die leerder op sy/haar verduideliking.

e Die opvoeder neem 'n groep leerders waar wat interaksie het met mekaar en
assesseer die leerders op hul bydraes en verduidelikings binne die groep.

e 'n Punt word toegeken aan die groep as geheel, op grond van die antwoord wat
enige lid van die groep gee op 'n vraag.

'n Voorbeeld van ‘n merkrubriek vir ‘'n mondeling:

1 - die leerder het die vraag verstaan en probeer om dit te beantwoord
2 - die leerder gebruik die korrekte wiskundige taal

2 - die verklaring van die leerder volg 'n logiese progressie

2 - die leerder se verduideliking is bondig en akkuraat

2 - die leerder toon 'n begrip van die konsep wat verduidelik is

1 - die leerder demonstreer goeie kommunikasievaardighede

Maksimum punt = 10
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'n Voorbeeld van 'n eweknie-assesseringsrubriek vir 'n mondeling:
My naam:

Naam van persoon wat ek assesseer:

Korrekte antwoord 2
Helderheid en verduideliking 3
Korrektheid van verduideliking 3
Bewyse van begrip 2
Totaal 10
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HOOFSTUK

Eksponente en wortels

Hersiening

Rasionale eksponente en wortels

Oplos van wortelvormvergelykings
Toepassings van eksponentuitdrukkings

Opsomming




Eksponente en wortels

e Bespreek die getalsisteem; verduidelik die verskil tussen reéle en nie- reéle ge-
talle.

e Ontmoedig die leerders om sakrekenaars te gebruik in hierdie hoofstuk.
e Algemene wanopvatting: 7 (irrasionaal) ~ % (rasionaal).
e Verduidelik dat die vierkantswortel van ‘n negatiewe getal nie- reéel is.

e Bespreek die verheffing van 'n negatiewe getal tot 'n ewe en tot 'n onewe mag.

e Verduidelik dat wortelvorme ‘n spesiale notasie of skryfwyse vir rasionale eks-
ponente is.

e Sleutelstrategie in die manipulasie van eksponensiéle uitdrukkings: druk die
grondtal uit in terme van sy priemfaktore.

e Beklemtoon die beginsel van ekwivalensie en die gebruik van die optellingsin-
verse in die vereenvoudiging van vergelykings (en nie eenvoudig ‘neem die term
na die ander kant toe’ nie).

e Rasionalisering van die noemers is ‘n handige hulpmiddel wanneer daar met
spesiale hoeke in Trigonometrie gewerk word.

e Leerders behoort hulle finale antwoorde as gemengde breuke te skryf.

e Antwoorde behoort altyd geskryf te word met positiewe eksponente.

1.1  Hersiening

Die getallestelsel

Oefening 1 — 1: Die getallestelsel

Gebruik die lys van woorde hieronder om elk van die onderstaande getalle te beskryf
(in sommige gevalle sal meer as een woord pas):

Natuurlik (N)
o Tel (Np)
e Heel (2)
e Rasionaal (Q)

Irrasionaal (Q’)

o Reéel (R)
Nie-reéel (R/)
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http://www.everythingmaths.co.za/@@emas.search?SearchableText=
http://www.everythingmaths.co.za/@@emas.search?SearchableText=

1. V7 9. —v/-3

Oplossing: R; Q' Oplossing: R’
2. 0,01 10. (7)?

Oplossing: R; Q Oplossing: R; Q'
3. 162 11, =2

Oplossing: R; Q Oplossing: R; Q
4. /61 12. /-8

Oplossing: R; Q Oplossing: R; Q; Z
5.0 13. %

Oplossing: R; Q; Z; Ny Oplossing: R; Q
6. 2 14. 2,45807 . ..

Oplossing: R'Q’ Oplossing: R; Q’
7. —5,38 15. 0,65

Oplossing: R; Q Oplossing: R; Q
8. 12 16. ¢/—32

Oplossing: R; Q’ Oplossing: R; Q; Z

Eksponentwette

Oefening 1 — 2: Eksponentwette
Vereenvoudig die volgende:

1. 4 x 420 x 42 x 40

Oplossing:
4 x 42(1 % 42 % 4a _ 41+2a+2+a
_ 43a+3
2. &

Oplossing:

3? 2 o3

F =3“x2

=9x8

= T2
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3. (3p°)?

Oplossing:
(3p5)2 — 32 X plo
9p'0
k2k3z—4
4. =
Oplossing:

k‘2 k3m—4 k3x—2

k* k*
_ k3x—2—(x)

_ k?z—2

5. (52—1)2+5z

Oplossing:
(52:—1)2 + 5Z — 52Z—2 + 52
6. (1)°
Oplossing:
1\ 0
ot
4
7. (z%)?
Oplossing:
($2)5 _ 10
ay—2
8. (3)
Oplossing:
a\—2 a?
() -i=
b2
T a2
9. (m+n)!
Oplossing:
1
1_
(m+n)™" = m—+n
10. 2(ph)®
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Oplossing:

11. ﬁ
Oplossing:
11
O
12, K
Oplossing:
kO
1k
-2
13. 52,
Oplossing:
—2
=2x2?
_2—a X
— 2a+1
—h
14. —h)=3
Oplossing:
—h
3 — —h (_h)3
(—=h)
——h(-H)

2
15. (%%)

Oplossing:

a23\?  att®
( c3d ) ~ 62
16. 107(7%) x 107%(—6)° — 6

Oplossing:

107 (7°) x 1075 (—6)° — 6 = 107(1) x 1075(1) — 6
=10"' -6

2

2 o mn
R

17. m3n2 = nm
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Oplossing:

n 1 mn
m*n? = nm? x — = m3n? x 5= X =
2 men 2
m3n?  mn
= 3 X —
men 2
m2n?
2

18. (272 —571)72

Oplossing:

19. (y2)73 + <§)_1

Oplossing:
—il _
e () e L
Y3 a2 b 3T 2
1
Y7
c—5
20. Z
Oplossing:
2°7° _ o(e-5)—(c-9)
9c—8
_ 20—5—0-1—8
— ¢
=38

929a y 46a w92
21 -~ gsa

Oplossing:

29(1 % 46(1 % 22 29a x 212(1 X 22
85a __ 215a
9a+12a+2
2

215a
— 221a+2—15a

— 26a+2

36 1.1. Hersiening




20t5p10
22. =i+
10t*p

Oplossing:

20t°p10 45—4,10-9
10t4p?
= 2pt
gq—ZS

2
23. (=)

Oplossing:

_925\2
9(]_25 2 _ (9(] 23)
q—38y—4a—1 (q_gsy_4a_1)2
_ 81q—4s

_ q765y78a72

_ 81¢%s
- q4sy—(8a+2)

— 81q28y8a+2

1.2 Rasionale eksponente en wortels

Oefening 1 — 3: Rasionale eksponente en wortels

1. Vereenvoudig die volgende en skryf die antwoorde met positiewe eksponente:

a) V49 d) 2 —%
b) v36-1
) V62 e) v/(16x*)3
Oplossing:
a) V49 =17
b)
1 1
3677 = —
362
_ 1
V36
g
6
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2 1
6 3=—
63
1
-5
1
v/36
d)
af 64 o 43
27 33
B 3
4
3
e)

_ (24904)%
_ 23273
83
2. Vereenvoudig:
a) s% - s%
2
b) (64m®)>
12ms
C) 11
8m~ 9
d) (52)° + 520 — (0,25) %% + 83
Oplossing:
a)
1 1 11
52 =583 =382 X —
S3
1_1
= 82 3
3_2
— §6 6
1
— §6
b)
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s @ o (o)
8 _% = §m9 9
m
_ i
5
d)
1
1\ 2 2
(5(L‘)0 4L 5$O _ (0725)—0,5 AL 8% = (]_) + 5(1) _ (Z) + (23) 3
—6—47+4
=10—2
=38

3. Gebruik die wette om die volgende uitdrukking te herskryf as 'n mag van x:

NN

Oplossing:

1111
z\[zA/2\/2V/T =T X T2 X 24 X 8 X 16

2 1
6 X 116

X
8
5l
X
8
5~
X
8

Vereenvoudiging van wortelvorme

Oefening 1 — 4: Vereenvoudiging van wortelvorme

1. Vereenvoudig die volgende en skryf die antwoorde met positiewe eksponente:

a) V16 x V4
b) Va2b3 x Vb®
Niv

c)\/g

&) VT P

Oplossing:

a) V16 x V4 =Y16x4=64=4
b) Va2b3 x Vbdct = Va2bBct = abtc?

B
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d) a2y = \/4f = \/Z8 = /2%y = a2yt

2. Vereenvoudig die volgende:

a (-4
bh—
b)
a2z — b2
Oplossing:
a)
1 1\7' (b—a\""
a b B ab
_ ab
b—a
b)
b—a _ a—2>b
a%— %_ a%—b%
2

Rasionalisering van die noemers

Oefening 1 — 5: Rasionalisering van die noemer

Rasionaliseer die noemer in elk van die volgende:

10
1. 75
Oplossing:
1010 W5
vb V5 Vb
~10v5
5
=2v5
3
2. 7
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Oplossing:

3 _3 V6
V6 V6 V6
346
6
_ V6
2
2 . V2
R
Oplossing:
2 V2 2 V2
V353 V33
2 3
= —— X ——
V3 V2
_6 V6
V6 V6
R
6
=6
3
4.
V5 —1
Oplossing:
33 ><\/3-|-1
VE-1 V5-1 V5+1
_3V5+3
- 5-1
_3vV5+3
4
5.\/1?3
Oplossing:
T _® VY
VYOV VY
N
Yy
. V3+VT
V)
Oplossing:
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10.

42

3/p—4
P

Oplossing:

t—4
Vit+2

Oplossing:

(L+ym)™
Oplossing:

a <\/E + \/l_)> B
Oplossing:

V3+VT _ VBEVT V2

2 2 R
_ V3V2+ VT2
2
_ V6t V14
- 2
3P—4_3/p—4 P
VP VP VP
_3(vp)’ —4(vP)
p
:3p—4\/ﬁ
p
t-4 _ t—-4 Vi-2
VI+2  Vi+2 T Vi-2
-9 (Wt-2)
B t—4
=Vt-2
-1 1 1—+m
(15 vim) Tltym 1-ym
_1-ym
1-m

Y
(%)
_ Vb Ve

Ja  a
:a\/%
i
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1.3 Oplos van wortelvormvergelykings

Oefening 1 — 6: Oplos van wortelvormvergelykings

Los die onbekende veranderlike op (onthou om te kontroleer dat die oplossing geldig
is):

1. 2711 _32=0

Oplossing:
2t _ 32 =0
27+l — 39
2x+1 _ 25
rx+1=5
r=4

2. 125 (3P) = 27 (5P)

Oplossing:

125 (37) = 27 (57)

50 125
3 27
5\P 5\3
(5)=()

C.p =

3.2y —3yi+1=0

Oplossing:

22 —3yi +1=0

1) 1) =0

Dus 2y1 — 1 =0

1
1--=0
L
i—l
L
(LY
7=\ 3
1
16
of
1
1
yZ:l
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4. t—1=+7—-1

Oplossing:

t—1=+7—1t
(t—1)2=(VT—1)°
t2—2+1=7—t
=1
(t—3)(t+2)=0
s t=30oft=-2
Toets RKvirt =3 : = +/7—3
=4
=3
= LK ... geldige oplossing
Toets RK virt = —2: = /7 — (-2)
=v9

# LK . ongeldige oplossing

5.2:—7\/z+3=0

Oplossing:

2z—7z%+3:0

(z% —3) (2z% - 1) —0

Dus 22 — 3 =0
() =+
J.2 =
of
222 —1=0
1)2 1\ 2
()= (3)
1
S

Oplossing:
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7. 24"—2\1?=0

Oplossing:

8. v31-10d =4—-d

Oplossing:
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V31 —10d=d —4
2
(V3T=10d) = (d- 4y
31 —10d = d®> — 8d + 16
0=d>+2d—15
0=(d—3)(d+5)

Dusd =3
of
d=—5
Toets LK vird = 3 : = /31 — 30
i
=1
= RK .". geldige oplossing
Toets LK vir t = =5 : = /31 — (—50)

= V81
=9

= RK .". geldige oplossing

9. y—10/5+9=0

Oplossing:

y—10/y+9=0
y—10yz +9 =0

(1) -9) =0

Dusyz —1=0
12
(v#) =
of
1
1
y§:9
12
(v3) =
Ly =81

10. f=2+I9—-2f

Oplossing:
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f=2++/19-2f
f—2=+/19—2f
(f-22=(VI-27)
f2—4f +4=19-2f
f2—2f-15=0
(f=5)(f+3)=0

Dus f—5=0
=k
of
f+3=0
s ==5
Toets RK vir f =5:=2++/19— 10
=2+9
=5

= LK .-. geldige oplossing
Toets RK vir f = —-3:=2+ 19+ 6

=2+v25
=7
# LK -, ongeldige oplossing

1.4 Toepassings van eksponentuitdrukkings

Oefening 1 — 7: Toepassings van eksponentuitdrukkings

1. Ngobani belé R 5530 in 'n rekening wat 'n grootsom uitbetaal aan die einde
van 6 jaar. As hy R 9622,20 kry aan die einde van die periode, watter saamge-
stelde rentekoers het die bank hom aangebied? Gee jou antwoord korrek tot een
desimale plek.

Oplossing:

A = 9622,20
P = 5530
n==~6
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A=P(1+4)"
9622,20 = 5530(1 + 7)°

9622,20 .
5530~ L0
2962220
530 LTl
./9622,20
—1=1
5530
i =0,096709 . ..
—97%

2. Die huidige bevolking van Johannesburg is 3 885 840 en die gemiddelde be-
volkingsgroei in Suid-Afrika is 0,7% p.a. Hoe groot kan die stadsbeplannners
verwag sal die bevolking van Johannesburg wees na 13 jaar?

Oplossing:

P = 3 885 840
7 = 0,007
n =13

A=P1+i)"
= 3 885 840(1 + 0,007)?
= 4 254 691

3. Abiona sit 3 boeke in 'n stapel op haar lessenaar. Die volgende dag tel sy die
boeke in die stapel en sit dan nog net soveel boeke bo-op die stapel neer. Na
hoeveel dae sal sy 'n stapel van 192 boeke hé?

Oplossing:
3;6;12;24;48; . ..
3x2" 1 =192
2" =64
=926
n—1=6
Sn=7

4. 'n Tipe skimmel het 'n baie hoé eksponensiéle groeitempo van 40% per uur.
As daar aanvanklik 45 individuele skimmelselle in die bevolking is, bepaal dan
hoeveel daar sal wees in 19 ure.

Oplossing:

Bevolking = aanvanklike bevolking x (1 + groeitempo) )Ydsperiode in ure
= 45(140,4)'°
= 26 893
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1.5 Opsomming

Oefening 1 — 8: Einde van die hoofstuk oefeninge

1. Vereenvoudig so ver as moontlik:

2

a) 83
b) 16+ 875
Oplossing:
a)
875 = (297

=272
_1
4

b)

win

VI6+875 =4+ (2%)

1
=4+
_ 4t
4
2. Vereenvoudig:
a) (o) d) (~m?)
b) ()* &) —(m?)?
5 4 4
o (m°)3 f) (3y§>
Oplossing:
a) ,
(@)} =at
b) .
(2)} = s
c) .
() =
d) \
()} = m
e) \
()t = -}
f)
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3. Vereenvoudig die volgende:

3a—2p15¢c—5 16
? o ? 9 (e10})
d 23z
1
b) (9aﬁb4)§ e) vzid
Oplossing:
a)
3a"2plo¢" 3a"2plo¢"
(a*4b3c)_g a0y %o 3
3pl5+%
- =5
3%
 al2c3
b) :
(9a6b4)5 = 3a3b?
A 16
(a%b%) — g24p12
d)
3z = 22 o3
6 1
=2 X L2
7
= X2
e)

4. Herskryf die volgende uitdrukking as ‘'n mag van z:

A/ A/ TN/ TA/T

w2
Oplossing:
1/ 1 1 1 1
xvxvx x\/:f T X T2 X xd X8 X 16
22 2
31
116
= 3
116
1
= L
16
5. Brei uit:

(Vz-v2) (VE+v2)
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Oplossing:

(v -va) (Va++v2) = (va)* - (V2)

=mw=2
6. Rasionaliseer die noemer:
10
-
Oplossing:
0 _ 10 v+l
Vi1 L ol
10 (v +1)
= 2
(V)" =1
_ 10y/2+10
 oz—1
7. Skryf as 'n enkele term met 'n rasionale noemer:
3
nETVe
Oplossing:

3 L g 3t2/EVE

2\/x 2\/x
3+2x x
T 2E VE
3z 4 2z/x
2z
8. Skryf in die eenvoudigste wortelvorm:
02 0 1557
b) V45 + /80 ®) VEvE)
0 % h (ﬁolfﬁxﬁlz)
Oplossing:
a)
V72 =+8x9
= V8 x V9
=22 x 3
=6v2
b)
V45 4+ V80 =5 x 9+ /5 x 16
=3v5+4v5
=7V5
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I
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=~ r—tl»-lk
N | 0o

o
=S

g5
N[ Co
(O8]
X
—_
(=3}

X
W

S5

[
CECIFS

16 16
V20 = /12 25+ 23
16

T 25
2v/3

=16 x

I

—
D
X

SIS SIS
SI&

—
(@)
§'
ot

Ut

9. Brei uit en vereenvoudig:

a (2+v2)"
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b) (24 v2) (1+V3)
o (1+v3) (1+v8+V3)

Oplossing:

<2+x/§)2:(2+x/§> (2+v2)

:4+4\/§+<\/§)2

=44+4V2+2
=6+4V2

<2+x/§) (1+\/§) :<2+\/§> <1+2\/§)

:2+4\/§+x/§+2(\/§)2

=2+ 5vV2+2(2)
=6+5V2

(14+8) (1+vE+V8) =14 VB +vE+vE+vEx3+ (V)
=14+2V2+2V3+2V6+3
=4+ 2V2+2V3+2V6

10. Vereenvoudig, sonder die gebruik van 'n sakrekenaar:

2) V5 (VI + 2V&0)

b) YOSV
V50

Oplossing:

a)

V5 (VA5 +2v/80) = v/5 (VO x 5 + 2V/16 x 5)

=\/5<3\/5+8\/5>
=3xXxb+8x%x5H

— 15+ 40

— 55

VOB — V8  VA9IXx2—\/4x2
V50 V25 X 2
_TV2-2V2
v
52
5V2
=1
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11. Vereenvoudig:

V9826 + /12826

Oplossing:

V9826 + /12826 = /2 x 4926 + /2 x 6425

= 72°V2 + 82°V2
= 15\/5333
12. Rasionaliseer die noemer:
V542
a) e
y—4
b) =2
22—20
) a0
Oplossing:
a)
V6+2 V542 Vb
V5 V5 V5
_5+2v5
5
2
5
b)
V-4 y—4  i+?
v-2 JI-2 Ju+2
_yi+ 2 —4/5 -8
y—4
Y+ y/I—4/5 -8
y—4
)

20-20 _ 20-20 V3+v10

VE=VI0  Vz—+10" Vz+V10
_ 2(z - 10) (v + V10)
- z—10

=2z 4+ 2V/10

1 1
13. Evalueer sonder die gebruik van 'n sakrekenaar: <2 - 4) 7 x (2 + 4) ’

Oplossing:
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14. Bewys (sonder die gebruik van 'n sakrekenaar):

\/>+5[ L 10W+3f

Oplossing:

(@)

_l’_

o

V3 V3
X—3+5 7
_VBV3 . _VEV3 V6
=73 T3 "%
2\/_4 10v15 \/‘
6 6
44/6 + 10/15 — \/_
6

10v/15 + 3v/6
6

w

||
w | 0o ﬁ\

X

W | Ut
wumﬁ

w
[
X
SIS

= RK

15. Vereenvoudig volkome en toon al jou stappe (moenie ‘n sakrekenaar gebruik
nie):

3-3

VIZ+ § (3\/3)]

Oplossing:

373 (Viz+ {/3v3) = =
( )-

16. Vul die wortelvorm aan die regterkant in wat die volgende bewering sal waar

maak: —3v6 x —2/24 = —/18 x ...
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Oplossing:

LK = —3v6 x —2v/24

=6v6v4 X 6
= 12v6v6
= 12(6)
=172
Dus as LK = RK
RK =72
= /5184
= —V18 x —V/288
17. Los op vir die onbekende veranderlike:
a) 3= —927=0
r_ 1 _
b) 8 7=
c) 27(4%) = (64)3"
d V2z —5=2—=z
e) 225 + 325 —2=0
Oplossing:
a)
3*1_27=0
3%l =27
3:6—1 _ 33
r—1=3
=
b)
1
¥ — —=0
V8
1
3z __
2% = %8
1
23w — -
2
23w _ 2—1
_ 1
of
e 1 _
V8
1
8 = —
8
8% = 873
L !
3
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V2z—-5=2—-x
(V2z=35)° = (2—x)°
2z —5=4— 4z + 2
0=z°-6x+9
0= (z—3)(z—3)
Sr=3
Toets oplossing: LK = +/2(3) =5
=v6-5
=v1
=1
Toets oplossing: RK =2 — 3
——1
RK # LK
.~.Geen oplossing
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18. a) Wys dat \/31;—:51& + 3 gelyk is aan 3

Oplossing:
a)
3m+l _ 3
LK = /= +3
3a:+1 3z
= \/ 351 301 T3
— \/3x+1—x+1 _ 31?—:0—1—1 +3
=+/32-314+3
— 32
=3
= RK
b)

l==@42
rz=1
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2 Vergelykings en ongelykhede

e Bespreek terminologie.

e Beklemtoon die goue reél vir die oplos van vergelykings: wat jy doen aan die
linkerkant (LK), moet jy ook doen aan die regterkant (RK). Die LK moet altyd
gelyk wees aan die RK.

e Beklemtoon die gebruik van ekwivalensie en van die optellingsinverse in verge-
lykings (en nie ‘neem die term na die anderkant toe’ nie).

e Grafieke is ingesluit om leerders te help om die antwoorde te visualiseer. Moedig
leerders aan om vinnige sketse te trek selfs al word ’n grafiek nie vereis in die
oplossing nie.

e Moedig leerders aan om te kontroleer dat ‘n uitdrukking korrek gefaktoriseer
is deur uitbreiding van die hakies om weer uit te kom by die oorspronklike
uitdrukking.

e Moedig leerders aan om hulle antwoorde (oplossings) te toets deur dit terug te
substitueer in die oorspronklike vergelyking in en seker te maak dat die oplossing
die vergelyking bevredig.

e Beide metodes vir die voltooiing van die vierkant is ingesluit:

— Neem die vierkantswortel aan beide kante van die vergelyking - hierdie is
die makliker en voorkeurmetode.

— Onthou om pm in te sluit sodat een oplossing nie verloor word nie.

— Faktorisering - hierdie metode word in Graad 12 gebruik vir die vergelyking
van 'n sirkel.

e ‘n Algemene fout wat deur leerders gemaak word, is om die kwadratiese formule
2
te skryf as o = —b £ =ae,

e In die ondersoek oor die aard van die wortels, moet leerders geleentheid gegee
word om die verband te ontdek tussen die antwoorde wat verkry word met die
gebruik van die kwadratiese formule en die waarde van die diskriminant.

e Woordprobleme: moedig leerders aan om hulle vaardigheid in die interpretasie
van woordprobleme te ontwikkel deur sketse te trek en tabelle te maak van die
inligting wat gegee word.

e Herinner leerders om nie ‘n ongelykheid as ‘n vergelyking te hanteer nie.

e Beklemtoon dat die kritiese waardes nie die oplossing van 'n ongelykheid is
nie, hulle dui die punte aan waar die tekens verander. Dit word benodig om 'n
getallelyn-tabel van tekens op te stel.

e Herinner leerders dat wanneer hulle ‘n ongelykheid met ‘n negatiewe getal ver-
menigvuldig of deel, die rigting van die ongelykheidsteken verander.



2.1 Hersiening

Oefening 2 — 1: Oplossing deur faktorisering

Los die volgende kwadratiese vergelykings op deur faktorisering. Antwoorde mag in
wortelvorm gelos word waar nodig.

1. 72+ 14t =0

Oplossing:

7t 4+ 14t = 0

THt+2) =0

tt+2)=0
t=0oft=—-2

2. 1292+ 24y +12=0

Oplossing:
122 + 24y +12=0
12(9° +2y+1) =0
Y +2y+1=0
(y+1(y+1)=0
y=-1
3. 165 = 400
Oplossing:
16s% — 400 =0
16(s*> — 25) = 0
(s —5)(s+5) =0
s =5
4.y -5y +6=0
Oplossing:
2 _
y* —5y+6=0
(y—3)(y—2)=0
y=3ofy=2

5. y>+ 5y —36=0
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Oplossing:

y? + 5y — 36 =0

(y—4)(y+9) =0
y=4ofy=-9

6. 44+p=+p+6
Oplossing:

4+p=\/m
(4+p)=p+6
16+8p+p°=p+6
PP+ Tp+10=0
(P+5)(p+2) =0
p=-50ofp=-2

Toets p = —5:

Oplossing p = —5 is ongeldig.
Toets p = —2:

Oplossing p = —2 is geldig.
Finale antwoord: p = —2.
7. —y2 —1ly—24 =0

Oplossing:

—y2—11ly—24=0
y?+11y+24=0
(y+3)(y+8)=0

y=—-3ofy=-8
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8. 13y —42 = ¢

Oplossing:

13y — 42 = 42
y? — 13y +42=0
(y—6)(y—17)=0
y=6o0ofy="7
9. (z —1)(z + 10) = —24

Oplossing:

(x —1)(x +10) = —24
224+ 92—10=—24
224+ 92+14=0

(z+7)(z+2) =0

r=—70ofx=—-2

10. y% — Bky +4k%2 =0

Oplossing:

y? —5ky +4k* =0
(y —4k)(y — k) =0
y=4kofy==~k

11. 252 — 61 = 101

Oplossing:

2y% — 61 = 101
2% —162 =0
2(y*> —81) =0
P —81=0
(y—9)(y+9)=0
y=9ofy=-9

12. 242 —10=0

Oplossing:

202 —10 =0

20y —5)=0

P —5=0

(y— V5)(y+ V5) =0
y=+v5ofy=—V5
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13. —8+h% =28

Oplossing:
—84h? =28
h?—36=0
(h—6)(h+6)=0
h = +6
14. 9> —4=10
Oplossing:
y? —4=10
P —14=0

(y—V14)(y + V14) =0
y=+V1dofy=—14

15. \/5—2p—4:%p

Oplossing:
1
5—2p—4=—
P 21’
1
2 1 =
(v5—2p) =(—p+4>
2
P
5—2p=z+4p+16
2
0—%+6p+11
0=p®+24p+ 44
0=(p+2)(p+22)
p=—-2ofp=-22
Toets p = —2:

=94
=-1
1

RK = =(-2

~(-2)
=-1
LK = RK

Oplossing p = —2 is geldig.
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Toets p = —22:

=49 -4
=3
1
RK = —(—22
S(-22)
=11
. LK #RK
Oplossing p = —22 is ongeldig.
Finale antwoord: p = —2.
16. y? 4 28 = 100
Oplossing:
y? + 28 = 100
Yy —72=0
(y—V72)(y+V72) =0
Y = +v/72
= +v2 x 36
= +6v/2
17. f(2f +1) =15
Oplossing:
f2f+1)=15
22+ f—15=0
(2f = 5)(f +3) =0
5
18. 2z =+/21x — 5
Oplossing:
2¢ = /21x — 5
(22)? = (vV2Iz = 5)
472 =21z — 5

402 =21z +5=0
(4z —1)(z —5) =0
1

x:Zofx:5
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Toets x = 1:

1
V4
1
2
1
RK = —(2
o)
1
-2
. LK =RK
Oplossing z = 1 is geldig.
Toets x = 5:
LK = /21(5) — 5
= v 100
=10
RK = 2(10)
=20
. LK # RK
Oplossing x = 5 is ongeldig.
Finale antwoord: z = 1.
Sy 4 3 - =6
19. =3 Ty + 2= o
Oplossing:
Beperkings: y # 0, y # 2
5 3 —6
Y I o
y—2 y y* =2y

Vermenigvuldig beide kante met y(y — 2):

y(5y) +3(y —2) +2y(y — 2) = —6
5y2 + 3y — 6 + 2% — 4y = —6

Ty —y=0
y(fy—1)=0
1
—0ofy=<
y=0ofy ==

Volgens die beperking y # 0, daarom y = %

20 5+ 5= 3
Oplossing:
Beperkings: x # +3.

x+9 i 1 2
(x+3)(z—3) z+3z-3
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Vermenigvuldig beide kante (z 4+ 3)(x — 3):
z+9+x—3=2(z+3)
2c+6 =2z +6
wat altyd waar is, dus x € R, z # +3.
21, 2 = 28l

©oy+l y—7
Oplossing:
Beperkings: y # —1,y # 7
y—2 2y+1
PES =

(y—2)y—7)=2y+1(y+1)
-9y +14=224+3y+1
—y? — 12y +13=0
¥ +12y—13=0
(y+13)(y—1)=0
y=—-13ofy=1

t—2 5 10
22. 1+ t—1 — 2—4t+3 + 3—t

Oplossing:
Beperkings: ¢t # 1, t # 3
pat=2_ 5 10
t—1 #2—4t+3 3-t¢
t—2 5 10
1+ = -

t—1 (t-3)(t—-1) t—3
(t—3)(t—1)+(t—2)(t—3)=5-10(t—1)
2 —4t+34+t2—5t4+6=>5—10t+ 10
2% —9t+9=—10t+ 15

22 +t—6=0
(2t—=3)(t+2)=0
3
St==oft=-2
5 ©
4 4 _ _ _5m=5
23. m3 T Immz = mZTm—G
Oplossing:
Beperkings: m # —3, m # +2
4 i 4 5m-—5
m+3 4—-m2 m24+m-—6
4 4 5(m —1)

m+3 m2—4 (m+3)(m—2)
4(m? —4) —4(m +3) =5(m — 1)(m + 2)
4m? — 16 — 4m — 12 = 5(m> + m — 2)
4m?* — 4m — 28 = 5m? + 5m — 10
m? +9m +18 =0
(m+3)(m+6)=0
m=—-30of m=—6
Maar m # —3,...m = —6
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24, 5¢/5t+1—-4=5t+1

Oplossing:
5vBt+1—4=>5t+1
5Vbt+1=>5t+5
5v5t+1=5(t+1)
VBt+1=t+1
(Vot+1)° = (t+1)°
R o
t2—3t=0
t(t—3)=0
t=0oft=3
Toets t = 0:

Oplossing t = 0 is geldig.
Toets t = 3:

LK =5/5(3)+1—4

=5v16 — 4
= 16

RK =5(3)+1
= 16

- LK =RK

Oplossing t = 3 is geldig.

Finale antwoord: ¢t = 0 of ¢t = 3.

2.2 Vierkantsvoltooiing

Oefening 2 — 2: Oplossing deur kwadraatsvoltooiing

1. Los die volgende vergelykings op deur kwadraatsvoltooiing:
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a) 22+102 -2=0 f) 2 +30 = 2(10 — 8t)
b) 22 +4x+3=0 g) 322 +6x—-2=0
c pP—5=-8p h) 22 +82-6=0
d) 2(6x + z2) = —4 i) 222 =112

) )

e) 22+52+9=0 j)B+4z—22=0

Oplossing:

a)

224102 —-2=0
22+ 10z =2
22 +10z4+25=2+25
(@+5)2-27=0
(z+5)+ V27| [(2+5) - V27| =0
(x4 5) = —v27 of (x4 5) = V27
z=-5-3V30ofz=—-5+3V3

22 +4x+3=0
x? + 4z = -3
e’ 44z +4=-3+4
(x+2)?2=1
(z+2)=+V1
=41
g=-2+1—-lofz=—2-1—-3

p’—5=—8p
P> +8—5=0
P +8 =5
p?+8p+16=5+16
(p+4)? =21
(p+4) = V21
p=—4:|:\/ﬁ

2(6z + 2?) = —4
202 + 120 +4=0

2 4+6x+2=0
22 4+ 62 = —2
22 +6x+9=-2+9
(x+3)2 =7
r4+3=+V7
r=-3+V7
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22 +52+9=0
22+ 5z = —9

25 25
2

5 g4 2
s +

+5 2 11
T+=-) =——
2 4

5 11

S
33+2 1

Geen reéle oplossing

2 + 30 = 2(10 — 8t)
2416t +10=0
t2 +16t = —10
t2 + 16t 4+ 64 = —10 + 64
(t+8)% =54
t+8=+Vb4
t=-8+vV9x6
S t=-8+3V6

322 +62—2=0

8

(V)
+
[\)
8
I

22+2r+1==+1

Wl UTW| Do W| N

(x+1)% =

r+1==+

W Ut

5
1442
* 3

224+82-6=0
22 4+82=06
22 +82416 =6+ 16
(z+4)% =22
244 =422
2= —44++22
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222 =112
222 - 112=0

11
22— —2=0

2
;11 121121

4+4 2

54+44z—22=0
22— 4z=5
22 —42+4=5+4
(z—2)%>=9
z—2=%4V9
z2=24+3=50fz2=2—-3=-1

2. Bepaal k in terme van a: k2 4+ 6k +a =0
Oplossing:
k*+6k+a=0
k% 46k = —a

E4+6k+9=9—a
(k+32=9-a

E+3=xV9—a
k=-3+v9—a

3. Bepaal y interme vanp, gen r: py> +qy+1r =0

Oplossing:
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Py’ +aqy+r=0

,
y2+gy+—=0
p° P
P
q 7\° ¢\ r
2
et () ()
2p 2p D
a\° & r
(“279) T
2
q q* — 4pr
=
y+2p 4p?
q q> — 4pr
YTy 2p
—q*/q% — 4pr
— 2

2.3 Kwadratiese vergelykings

Oefening 2 — 3: Oplossing met kwadratiese formule

Bepaal die oplossing van die volgende kwadratiese vergelykings met die kwadratiese
formule:

1.3824+t—-4=0

Oplossing:
3t24+t—4=0
t_—(l)i 12 —4(3)(—4)
B 2(3)
 —1+/1+48
B 6
_ —1+v49
6

147
6

147 6 -1-7 -8 -4

6 5 6 6 3

2. 22-5x—-3=0

Oplossing:
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22 —52—-3=0
_ —(=5) £ /(-5)% - 4(1)(-3)

xTr =

2(1)
525 +12
B 2
_ 544/37
- 2
5+ /37 5— /37
Dus z = 5 of x = 5

3. 22 +6t+5=0

Oplossing:

A2+ 6t+5=0

—6 £ 1/(6)* — 4(2)(5)
2(2)

—6++/36 — 40

4
—6+ /4
4

Geen reéle oplossing

4. 2p(2p+1) =2

Oplossing:

4p> +2p—2=0
20’ +p-1=0

p:

2(2)
_—1+1+38
=0
_-1+49
N 4
_ —1+3
4

DUSp:_14+3:%Ofp:_14_3:—1

5. —3t2+5t—8=0

Oplossing:
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—3t>+5t—8=0
,_ 8% /5% — 4(—3)(-8)
N 2(-3)
—5 + /25 — 96

Geen reéle oplossing

6. 5t2+3t—3=0

Oplossing:

5t24+3t—3=0
Nk /32 — 4(5)(-3)
2(5)
_ —3+£9+60
B 10
—3+ 469
10
—3+69 . -3-V69
10 10

St =

7.2 —4t+2=0

Oplossing:

2 —4t+2=0
- —(—4) £ /(—4)2 — 4(1)(2)
2(1)

_4+16-8

2
4448
2

=242

8. 9(k*—1) =Tk
Oplossing:

9> —Tk—9=0
b —(=7) /(=72 - 4(9)(-9)
2(9)

7+ /49 + 324
18
_ 7+V/373
B 18
7+ /373 7 —+/373
k:—18 ofk::—18
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9. 3f —2=—-2f2

Oplossing:

2f24+3f-2=0

—3+./32-4(2)(=2)
2(2)

-34+,90+16

4
—3++/25
4

_ —3+5

7=

10. 2 +t+1=0

Oplossing:

2+t+1=0
_ -1£4/1-41)QA)
B 2(1)

_ —1+y/-3
===

Geen reéle oplossing

2.4 Substitusie

Oefening 2 — 4:

Bepaal die oplossing van die volgende kwadratiese vergelykings deur substitusie:

1. —24 = 10(2? + 5z) + (2% + 5z)?

Oplossing:

Let op dat 2 + 5z dan herhaal word en gevolglik stel ons k = 22 + 5z en die
vergelyking word dan

—24 = 10k + k2

Bepaal vir k:
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k? 4+ 10k +24 =0
(k+6)(k+4)=0
S k=—60ofk=—4

Gebruik waardes soos bepaal vir £ om die oorspronklike veranderlike x te bepaal

Vir k = —
22 + 5z = —6
>+ 52+6=0
($+2)($+3):0
z=-20ofx=-3
Virk = —4
z? +5c = —4
22 +5x+4=0
(x+1)(x+4)=0
sx=—-lofx=—-4
Die wortels van die vergelykingisx = —1, x = -4, x = —2en z = —3.

2. (22 —2z)% — 8 =7(x2 — 22)

Oplossing:

Let op dat 2 — 2z dan herhaal word en gevolglik stel ons k& = z? — 2z en die
vergelyking word dan

K —8="7k
Bepaal vir k:
K —Tk—8=0
(k+1)(k—8)=0
k=—-1ofk=28

Gebruik waardes soos bepaal vir £ om die oorspronklike veranderlike x te bepaal

Vir k = —
22— 2z =—1
22 —2x+1=0
(x—1)(x—1)=0
=1
Virk =8
22 —2x =8
22 -2 —-8=0
(z+2)(z—4)=
x:—20f:c—4
Die wortels van die vergelykingisxz =1, x =4enx = —2.
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3. 2243z — =35 _ =26

z(z+3)
Oplossing:

Die beperkings is die waardes van x wat veroorsaak dat die noemer gelyk is aan
0. Dit sal die breuk ongedefiniéerd maak. Dus x # 0 en x # —3.

Let op dat 2 + 3z dan herhaal word en gevolglik stel ons k = 22 + 3z en die
vergelyking word dan

56
k—22 =2
- =26

Die beperkings is die waardes van k wat veroorsaak dat die noemer gelyk is aan
0. Dit sal die breuk ongedefiniéerd maak. Dus k # 0.

Bepaal vir k&

56
k—— =126
k
k? — 56 = 26k

k? — 26k —56 =0
(k—28)(k+2)=0
s k=280f k= -2

Ons kontroleer die wortels teen die beperkings van k en bevestig dat hulle geldig
is.

Gebruik waardes soos bepaal vir £ om die oorspronklike veranderlike x te bepaal
Vir k = 28

2 + 3z =28

2?2 +3z—-28=0

(x+7)(x—4)=0
x=—-Tofz =14

Virk = -2

z? 4+ 3z = -2
2’ +3z+2=0
(x+2)(x+1)=0
so=—-lofx=-2

Ons kontroleer die wortels teen die beperkings van x en bevestig dat hulle geldig
is.

Die wortels van die vergelykingisx = -7, x =4, x = —lenz = —2.
22— 18+ a4+ =0

Oplossing:

Die beperkings is die waardes van = wat veroorsaak dat die noemer gelyk is aan
0. Dit sal die breuk ongedefiniéerd maak. Dus = # 0 en x # —1.

Let op dat 22 + z dan herhaal word en gevolglik stel ons k = 22 + z en die
vergelyking word dan
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k— 18+ — =
8+ =0

Die beperkings is die waardes van k wat veroorsaak dat die noemer gelyk is aan
0. Dit sal die breuk ongedefiniéerd maak. Dus k& # 0.

Bepaal vir k

72
k— 18+ — =
8+ =0

k2 —18k+72=0
(k—12)(k—6) =0
k=120of k=6

Ons kontroleer die wortels teen die beperkings van k en bevestig dat hulle geldig
is.

Gebruik waardes soos bepaal vir K om die oorspronklike veranderlike x te bepaal

Virk =12
:1:2+:U:12
224+z—-12=0
(x+4)(x—3)=0
sx=—4ofx=3
Virk =6
2 4+r=6
2?4+ —6=0

(x+3)(x—2)=0
rx=-30ofz=2

Ons kontroleer die wortels teen die beperkings van = en bevestig dat hulle geldig
is.

Die wortels van die vergelyking isx = —4, x =3, x = —3enx = 2.
5. 22 — 4z + 10 — 7(4x — 2%) = -2

Oplossing:

22 — 4z +10 — 282 + 72> = —2
822 — 322+ 12 =0
212 — 82 +3=0

_ (=8 /(=8 —4(2)(3)

€r =
2(2)
_ 8+64-24
- 4
_ 8+440
- 4
8 + /40 8 — /40
,',x:—4 ofar::—4
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Oplossing:
Die beperkings is die waardes van x wat veroorsaak dat die noemer gelyk is aan
0. Dit sal die breuk ongedefiniéerd maak. Dus x # #ﬁ en z # #ﬁ

Let op dat 22 4 22 — 12 dan herhaal word en gevolglik stel ons k = 22 4 22 — 12
en die vergelyking word dan

Bk

Die beperkings is die waardes van k wat veroorsaak dat die noemer gelyk is aan
0. Dit sal die breuk ongedefiniéerd maak. Dus k # 0.

Bepaal vir k&

9
=
9 = k2
k=+3
k=-30ofk=3

Ons kontroleer die wortels teen die beperkings van & en bevestig dat hulle geldig
is.

Gebruik waardes soos bepaal vir k om die oorspronklike veranderlike x te bepaal

Virk =3
24+ 20 —-12=3
2 +2x—-15=0
(z+5)(xz—3)=0
x=-hofx=3
Virk = —3

2 +20—12=-3

22422 -9=0

-2+ 1/(2)2 — 4(1)(-9)
2(1)

—2++/47+36

2
—2 + /40
2
—2 4210
2
= -1++/10

x=—-1+V10ofz=—-1—+10

Ons kontroleer die wortels teen die beperkings van x en bevestig dat hulle geldig
is.

Die wortels van die vergelyking is x = =5, + = 3, x = —1 ++V10en x =
—1 —+/10.
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2.5 Vinddie vergelyking

Oefening 2 — 5: Vind die vergelyking

1. Bepaal 'n kwadratiese vergelyking vir die grafiek met die wortels 3 en —2.

Oplossing:

r=30ofz=-2
z—3=00fz+2=0
(x—3)(x+2)=0

72— —6=0
2. Vind 'n kwadratiese vergelyking vir grafiek met z-afsnitte (—4;0) en (4;0).

Oplossing:

r=-—-4ofx=4
z+4=00fz—4=0
(x+4)(x—4)=0

22 —-16=0

3. Bepaal die kwadratiese vergelyking van die vorm az? + bx 4 ¢ = 0, waar a, b en
c heeltallig is, met wortels —% en 3.

Oplossing:

= 1of =3
w = > T =

x—l—%:Oofx—?):()
2x+1)(z—-3)=0
222 —5:—3=0

4. Bepaal die waarde van k en die ander wortel van 'n kwadratiese vergelyking
kx? — 7z + 4 = 0, as gegee word dat een van die wortels z = 1 is.
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Oplossing:

E1)2-71)+4=0
k =

322 —Tr+4=0

322 — Tz +4=0
(x—1)3z—4)=0

3
T orx 4

5. Een wortel van die vergelyking 222 — 3z = p is 2%. Vind p en die ander wortel.

Oplossing:

25 15
2 o P
p:

262 —3x—-5=0

202 -3z —-5=0
(22 —5)(z+1)=0

1
x=2§ofa:=—1

Oefening 2 — 6: Gemengde oefeninge

Bepaal die oplossing van elk van die volgende kwadratiese vergelykings deur gebruik
te maak van faktorisering, of die kwadratiese formule of kwadraatsvoltooiing:

e Probeer altyd om eers te faktoriseer; gebruik die formule as die drieterm nie
faktoriseer nie.

e Gebruik kwadraatsvoltooiing slegs wanneer daarvoor gevra word.

e Gee antwoord in wortelvorm of in desimale vorm.

1. 249> + 61y —8=0

Oplossing:
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24y* 4 61y —8 =0
By—1)By+8)=0
1 8

= — f = ——
Y 8Oy 3

2. 822 + 162 = 42

Oplossing:

822 + 162 — 42 =0

422 +8xr —21 =10

(22 —3)(2z +7) =0
3

=—-ofzx=—=
X 9 X

3. 9t2 = 24t — 12
Oplossing:
9t2 — 24t +12=0

3t2—8t+4=0
(3t—2)(t—2)=0

2
t=—-oft=2
3
4. =542 +0y+5=0
Oplossing:
— 5yt r5 =10
—5(y*-1)=0
y2—1=0

(y—D(y+1)=0
y=1lofy=-1

5. 3m? +12 = 15m

Oplossing:
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3m?>+12—15m =0
m?>—5m+4=0

m? —5m = —4
25 25
2
_5 e
m m—|-4 +4

5 3
=— 4=
m=5%9
m=1ofm=4
6. 499> +0y —25=0
Oplossing:
49y% — 25 =0

(7y = 5)(Ty +5) =0
_2 of y = D
A
7. 72 = 66w — 12w?

Oplossing:

12w? — 66w + 72 =0
2u? — 11w +12=0
2w —-3)(w—4)=0
w = g ofw=14
8. —40y% +58y —12=10
Oplossing:

—40y%> + 58y — 12 =0
20y — 29y +6=0
(by —6)(4y —1) =0

=_ofy = 1
¥y=59977
9. 3Tn+72—24n2 =0
Oplossing:
24n% —3Tn —72=0
(3n —8)(8n +9) =0
9
—2ofn=—-2
n 3 orn 8
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10. 692 +Ty —24=0

Oplossing:

6y>+Ty—24=0
(3y+8)(2y—3)=0

= 8of i
SS g e

11. 3=z(2z —5)

Oplossing:

3 =222 — 5x
212 — 52 —3=0
2z +1)(z—3)=0

1
x:—iofa::3

12. —18y%2 — 55y — 25 =0

Oplossing:

—18y> — 55y —25=0
18y% 4+ 55y +25 =0
_ —5544/(55)2 — (4)(18)(25)
v= 2(18)

—55 £ /3025 — 1800
36

—955 £ V1225

36
—55 £ 35

13. —25y2 + 25y —4 =0

Oplossing:
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—25y2 + 25y —4 =0
2592 — 25y +4 =0

4

2 - _ =

v —y=—5
n_ ot &L
Yoy T Ty

1 9
=l
Y73 100
1 3
42
Y757 10
1,3 4 1 3 1
Y= 10 5" T2 10~

14. 8(1 —4¢?) +24g=0
Oplossing:

—32¢°> 4+ 24g+8 =10
32¢> — 249 —8=0
492 —3g—1=0

(49+1)(g—1)=0

1
=—-ofg=1
g 409

15. 952 — 13y —10=0

Oplossing:

9y? — 13y —10=0
—(=13) £ /(=13)2 — 4(9)(-10)

o 209)
~ —(—13) £ /169 + 360
- 18
_ 13+/529
18
_13+23
18
_13+28 ), _18-2_ 5
18 18 9

16. (Tp—3)(5p+1) =0

Oplossing:

(7p—=3)(5p+1) =0

—§of =——
P=z0P="%
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17. —81y2 — 99y — 18 =0

Oplossing:

—81y? — 99y — 18 =0
992 + 11y +2=0

Yy +2)(y+1)=0
2

Yy g oY
18. 14y?> — 81y +81 =0
Oplossing:
14y* — 81y +81 =0
—81) £ /(- 14)(81)
(14)

814 +/6561 — 4536
B 28
_ 81£+/2025
B 28
_ 81+45
28

_ 81445 9 . 8145 9

T g 29T Ty 7w

2.6  Aard van wortels

Oefening 2 — 7: Uit vorige vraestelle

1. Bepaal die aard van die wortels vir elk van die volgende vergelykings:

a) 22 +3z=— flO=p>+5p+8

b) 22+ 9 = 6z g) 22 =36

Q) 6y —6y—1=0 h) 4m+m? =1

d) 42 - 19t —-5=0 )11 -3x+22=0

e) 2* = DP+i=y
Oplossing:

a)

2 4+32z+2=0
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A =b? — dac
= (3)? —4(1)(2)
=9-8
=1

Ons weet 1 > 0 en 'n volkome vierkant is.
.. A > 0is 'n volkome vierkant, en die wortels is reéel, ongelyk en rasio-

naal.
b)
22— 6z+9=0
a=1; b= —6; c=9
A =b% —dac
= (—6)* — 4(1)(9)
=36 — 36
=0
.. A =0 en die wortels is reéel en gelyk.
o)

6y* — 6y —1=0

A =% — dac
= (—6)% — 4(6)(-1)
=36+ 36
=72

Ons weet 72 > 0 en nie 'n volkome vierkant is nie.

.. A > 0 en nie 'n volkome vierkant is nie; die wortels is reéel, ongelyk en
irrasionaal.

d)

A = b — dac
— (~19)% — 4(4)(~5)
= 361 + 80
=441

Ons weet 441 > 0 en is 'n volkome vierkant.

.. A > 0enis 'n volkome vierkant; die wortels is reéel, ongelyk en rasio-
naal.
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A = b — dac
= (0)* —4(1)(-3)
=0+12
=12

Ons weet 12 > 0 en nie 'n volkome vierkant is nie.
.. A > 0 en nie 'n volkome vierkant is nie; die wortels is reéel, ongelyk en

irrasionaal.
f)
P +5p+8=0
a=1; b = 5; c=38
A =b? — 4ac
= (5)* — 4(1)(8)
=25 —32
=7
En —7 < 0.
.. A < 0; die wortels is nie-reéel.
g

=0+144
=144

En 144 > 0 en is 'n volkome vierkant.

.. A > 0 enis 'n volkome vierkant; die wortels is reéel, ongelyk en rasio-
naal.

h)
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A =% — dac
= (4)* —4(1)(-1)
=16+4
=20

En 20 > 0 en nie 'n volkome vierkant is nie.

Dus, A > 0 en nie 'n volkome vierkant is nie; die wortels is reéel, ongelyk
en irrasionaal.

22 —-3x+11=0

En —35 < 0.
.. A < 0; die wortels is nie-reéel.

4y —4y+1=0

A =b? — dac
= (—4)? —4(4)(1)
=16 —16
=0

.. A = 0; die wortels is reéel en gelyk.
2. Gegee: 22 + bz —2+k (22 +324+2) =0, (k# —1)
a) Toon aan dat die diskriminant gegee word deur: A = k% + 6bk + b% + 8

b) Indien b = 0, bespreek die aard van die wortels van die vergelyking.

c) Indien b = 2, vind die waarde(s) van k waarvoor die wortels gelyk is.

[IEB, Nov. 2001, H(]

Oplossing:

a)

(k+1)x? 4+ (b+3k)x —2+2k =0

a=k+1; b=0b+ 3k; c=—-2+2k
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A =% — dac
= (b+3k)? — 4(k +1)(2k — 2)
= b® + 6bk + 9k? — 4(2k* — 2)
= b? + 6bk + 9k — 8k* + 8
= k% 4 6bk + b+ 8

b) Asb=0:
A=k*+8
Byvoorbeeld, as k =0dan A =8,ask = —1,dan A =9enas k = 1dan
A=09.

Die wortels is reéel en ongelyk. Ons kan nie bepaal of die wortels rasionaal
of irrasionaal is nie want dit hang af van die waarde van k.

c) Asb=2:

A=k +6(2)k+(2)%+8
= k> + 12k +12

0=k*+ 12k + 12
—1244/(12)2 — 4(1)(12)
2(1)

—124+/144 — 48

2

—12 + 96
2

—12+ 46
2

k=—-6+2V60ofk=—6—2V6

k=

Die wortels is k = —6 + 21/6.

3. Toon aan dat k222 + 2 = kx — 22 nie-reéle wortels het vir alle waardes van k.
[IEB, Nov. 2002, HG]

Oplossing:

B2+ 22 —kz+2=0

a=(k*+1)

b=—k

c=2

A = b% — dac
= (—k)2 - 4(k> +1)(2)
= k2 —8k? -8
= —7k? -8

A<O0

Die wortels is daarom imaginér.
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4. Die vergelyking 2% + 122 = 3kz? + 2 het reéle wortels.

a) Vind die grootste waarde van k sodat k € Z.

b) Vind een rasionale waarde van k waarvoor bostaande vergelyking rasionale
wortels het.

[IEB, Nov. 2003, HG]
Oplossing:
a)

22 + 122 = 3kz® + 2
3ka? — 2?2 — 122 +2=0
23k —1)—1224+2=10

a=3k—-1
b=—12
c=2

Gegee A >0

b —4dac>0
(—12)?2 =43k —1)(2) >0
152 — 24k > 0

152 > 24k

19
k< —
-3

1
k<6<

w

Aangesien k 'n heelgetal moet wees, is die grootste waarde van k = 6.

b) Vir rasionale wortels moet A ’'n volkome vierkant wees.

A = b — 4ac
= 152 — 24k
1
as k= —
3
1
A:152—24<—)
3
=152 -8
= 144
=12?

Dit is 'n volkome vierkant. Daarom, as k = % dan is die wortels rasionaal.
5. Beskou die volgende vergelyking:

_m2—4
2r—5

waar z # 3.

a) Vind 'n waarde vir k waarvoor die wortels gelyk is.
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b) Vind 'n heelgetal & waarvoor die wortels van die vergelyking rasionaal en
ongelyk sal wees.

[IEB, Nov. 2004, HG]
Oplossing:
a)
k(2z—5)=a°—4
2kx — 5k = % — 4
0=2x?—4—2kx + 5k
0=x2— 2kz + 5k — 4
a=1; b= —2k; c= bk —4.

A = b — dac
= (—2k)2 — 4(1)(5k — 4)
= 4k> — 20k + 16

0 = 4k — 20k + 16
=k®>—5k+4
=(k—4)(k-1)

k=4ofk=1

b)
A = 4k* — 20k + 16

A = 4k% — 20k + 16
1 =4k®> — 20k + 16
0 = 4k? — 20k + 15

Hierdie is nie 'n heelgetal nie. Ons probeer dan 4:

4 = 4k%> — 20k + 16
0 = 4k — 20k + 12
=k2—5k+3

Hierdie is nie 'n heelgetal nie. Ons probeer dan 9:

9 = 4k% — 20k + 16
0= 4k*> — 20k + 5

Hierdie is nie 'n heelgetal nie. Ons probeer dan 16:

16 = 4k — 20k + 16

0 = 4k*> — 20k
= k* — 5k
k=0of k=5

As k = 0 of k = 5, die wortels is rasionaal en ongelyk.
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6. a) Bewys dat die wortels van die vergelyking 22 — (a + b) x +ab— p? = 0 reéel
is vir alle reéle waardes van a, b en p.

b) Wanneer sal die wortels van die vergelyking gelyk wees?
[IEB, Nov. 2005, HG]

Oplossing:
a) Ons moet bewys dat A > 0.
A = (—a—b)? — 4(ab — p?)
= a® + 2ab + b? — 4ab + 4p?
= a? — 2ab + b + 4p?
= (a — b)? + 4p?

A > 0 vir alle reéle waardes van a, b en p. Daarom is die wortels reéel vir
alle reéle waardes van a, b en p.

b) Die wortels is gelyk as A = 0, wat geld wanneer a = b en p = 0.
7. Indien b en ¢ slegs die waardes 1, 2 of 3 kan hé, bepaal alle getallepare (b; c)
sodat 22 4 bx + ¢ = 0 reéle wortels het.
[IEB, Nov. 2005, HG]

Oplossing:

Ons moet die waardes van a, b en c vind waarvoor A > 0.

a =

b=1,20f3
c=1,20f3
A = b? — dac

=02 —4(1)c

Moontlike waardes vir die paar (b; ¢):

(L;1), (1;2), (1;3), (251), (2;2), (2;3), (3;1), (3;2), (3;3).
Ooreenstemmende waardes vir A: (A < 0), (A <0), (A <0), (A=0),
(A<0), (A<0), (A>0), (A>0), (A<O0)

A > 0 (en daarom is die wortels reéel) vir (b;c) = (2;1), (3;1), (3;2)

2.7 Kwadratiese ongelykhede

Oefening 2 — 8: Oplos van kwadratiese ongelykhede

1. Los die volgende ongelykhede op en wys elke antwoord op ’n getallelyn:
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a) 22—z <12 g) r > —4x?
b) 322 > —x +4 h) 2224+ 2+6<0
2 .
C Yy < —y—2 ) 55 <2,x#3
—t)(1+1¢ .
d B3-t)(1+t)>0 i f':f;‘zo,a:;é7
e) s2 —4s > —6 49
xr
l)o>7Te2—z+8 k) —-1>0,2#0
Oplossing:
a)
22 —x—-12<0
(x—4)(x+3)<0
Kritiese waardes r=-3 z =4
z—4 — — — 0 +
z+3 -0 [+ + [+
fl@)=(x—4)(z+3) | + 0 - 0 +
L34
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
b)
322+ —-4>0
(Bz+4)(z—1)>0
Kritiese waardes r=—3% r=1
z—1 — — 0 +
3z + 4 -0 [+ ¥ |+
fl@)=CBx+4)(z—-1) | + 0 - 0 +
.‘.w<—%ofa:>1
~— | [ Omi—y
-3 -2 -1 0 1
)
v +y+2<0
Daar is geen reéle oplossing.
d)
B-t)(1+t)>0
Kritiese waardes = —ll t=3
3t +| + [+] 0 |-
1+t - o [+] + [+
flz)y=B-t)(1+1t) | — 0 + 0 —
Lel<t<3
-2 -1 O 1 2 3 4
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$2—4s+6>0

_ —(=9) £ V(=42 - 4(1)(6)

S =

2(1)
4+ /16 — 24
=—
44++/-8
»
Die oplossing is alle reéle waardes van s.
f)
o - —(EDEV(=1)?—4(N)(8)
2(7)
1++/1—-224
=—
14++-223
=
Die oplossing is alle reéle waardes van x.
g)
T > — 42
422 + >0
r(4r+1)>0
Kritiese waardes r=—1 =0
x - - - 0 +
dr +1 - o [+ + [+
fle)=z(dz+1) | + 0 — 0 +
z < —}1 of z > 0.
2 -1 0 1 2
h)

202+ 4+6<0

Daar is geen oplossing nie.

<2

r—3
—2<0
r—3

x—2(x —3)
r—3
r—2x+6
z—3
—x+6

r—3 <
—(z —6)
z—3
z—6
:B—3>
r=206

<0

<0
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Kritiese waardes =3 =06
x—3 — | ongedef | + + +
x—06 — — — 0 +

f(x)=2—-6 | + | ongedef | — 0 +

sx<3ofx>6enx#3.

j)

(x+2)(x—2)
>0
r—7
Kritiese waardes 7w = =2 =2 T =
x4+ 2 — 0 + + |+ + +
T —2 - - -0 |+ + +
x—T7 — — — — — | ongedef | +
2 -2
f(x)zw - 0 + 0 — | ongedef | +
z—7
L—2<zx<2enxzx>Tmetz #T.
© : : : O [ [ [ [ O :
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
k)
x+2_120
z
x+2—x20
z
2
Z>0
T
Dusz >0

s.x>0enx #0.

\
\J

0 1 2 3

2. Teken 'n skets van die volgende ongelykhede en los op vir x:

a) 222 —-18 >0 0 z2<0

b) 5 — 22 <0 d) 0> 622
Oplossing:

a)

96 2.7. Kwadratiese ongelykhede




xz < —3of x> 3.

b)

5—22<0
=(@d=5<10
2 —-5>0
Dusz >0
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Daar is geen oplossing nie.

d) Teken die parabool:
y = 622 Y

-1 0 1

Ons sien dat hierdie parabool nooit die z-as raak nie en altyd positief is.
Daarom is die ongelykheid waar vir alle reéle waardes van z.

2.8 Gelyktydige vergelykings

Oefening 2 — 9: Oplos van gelyktydige vergelykings

1. Los die volgende stel gelyktydige vergelykings algebraies op. Gee jou antwoord
in wortelvorm waar van toepassing.

a) y+xz=5>5
y—a2+32-5=0
b) y =6 — 5z + z?2

y—x+1=0
<) y:2xz-2

y—2x2+3z+5=0
d)a—20—3=0;a—32+4=0
e) xz—y+2:3x

dr=8+y
f) 2y+x22+25="Tz
3z = 6y + 96
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Oplossing:
a)

y+xr=>5
y=>5—=x

y—22+3x—-5=0
y=2>—-3z+5

5—z=x>—3z+5
0=2%—-2z
0=2a(z—2)
x=00ofx=2

As z = 0:

Dit gee die punt (0;5).
As x = 2:

Dit gee die punt (2; 3).
(0;5) en (2;3)

y =6 — b5z + 2°

y—rz+1=0
y=x—1

6—5r+al=x—1
22 —6x+7=0
_ —=(=6) £ /(=6)> = 4(1)(7)

B =
2(1)
w_()’i\/36—28
B 2
6+ 8
€r =
2
6 +2v2
xr =
2
$:3:|:\/§
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Asz=3—+2:

=3-v2-1
Ly=2-V2
Asz =3+ /2:
y=3+v2-1
=2+2
x:3i\/§eny:2i\/§
c)
_2ZE+2
¥y=7
y—2z>+3x+5=0
y=222-3z—5
2 2
i =222 -3z -5
4
22 + 2 = 822 — 122 — 20
0 =8z — 14z — 22
0=42% -7z —11
0= (4z —11)(z + 1)
- x=—1 of _ 1
oo BB = z =
Asz = —1:
2(—1) +2
y="4
y=0
Dit gee die punt (—1;0).
Asx:}l:
_2(3) +2
y=74
5
Z/=Z
_°
-8
Dit gee die punt (1; 2).
(—1;0) en (§;2)
d)
a=2b+3
a—302+4=0
a=3b2—14
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2+ 3 =302 —4
0=30¥—-20—7
O:—«awtwvaﬁ—4@x—n

2(3)
b_2i¢4+&
=
R
6
Asb=2+\/§:
6
:2<2+¢@> 3
6
2+ /88 5
3
_ 11++/88
- 3
Mb:2_¢§:
6
2_
a:2< m)-l-?)
6
2_
= ;@+3
_11-/88
N 3
b_2¢¢@ _11+88

en
6 ¢ 6
> +y+2=23z
y=—z°+ 3z — 2

y=4x —8

g —8 = —2® + 3z — 2
2+ —-6=0
(x+3)(x—2)=0
csrx=-30ofx =2

Asx = —3:

Dit gee die punt (—3; —20).
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As x = 2:

Dit gee die punt (2;0).
(—3;—20) en (2;0)

2y + 22+ 25 ="Tx

2+ 22 +25="Tz—x2+25

—x2 + Tz + 25
2

20 =2 — 32

r—32 —z*+T7x+25
2 2
x—32=—2>+Tx+25

22 —6x—57=0
v —(=6) + \/(—6)2 — 4(1)(-57)
2(1)
_ 6£/36+228

2
_ 6+/264
e

6 + /264

As T =

_ 6+264

-

70+ /264

- 4

70+ /264
4

2y 32

Y

6 — 264
Asx = ———:

6 — 264
70 — /264
V|
70— /264
= T

32

6 + /264 70 & /264
TETy MYVE T
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2. Los die volgende stel gelyktydige vergelykings grafies op. Bevestig jou oplossings
deur dit ook algebraies op te los.

a) z2—1—y=0

y+x—5=0
b) t+y—10=0

22—2—y=0
c) xy =12

T=z+y

d 6—4z—y=0
12—-222 -y =0

Oplossing:
a)
2—1-y=0
y:m2—1
y+x—5=0
y=—-x+5

y=-x+5

H oo o w ok o/ 9 o ©
I I I I I I I
T T T T T

I I I I I I L T
4 13 1o ﬁ\% 2 3 4 5\6
L\ P\

Die oplossing is die punte (—3;8) en (2; 3).

b)
z+y—10=0
y=—x+ 10
2—-2—-y=0
y=w2—2

Die oplossing is die punte (—4;14) en (3;7).
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zy =12

T=x+y
y=7—=x

Beperkings:  Z0eny #0
Die oplossing is die punte (3;4) en (4; 3).
d)

6 —4x—y=0
y=—4x 46

12-222—y=0
y=—22%+12

—4x 4+ 6 = —22% + 12

2 —3=2%>-6
2222 -9=0
. —(—2) + /(-2)% — 4(1)(-9)
2(1)
2+ /(4 + 36
r=———
2
_2+V40
T
y:—4(2im)+6
2
= —2(2+V40) + 6
— 44240+ 6
— 24240
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2.9 Woordprobleme

Probleemoplossing strategie

Oefening 2 — 10:

1. Mr. Tsilatsila bou 'n heining rondom sy reghoekige groentetuin van 8 m?. Gestel
die groentetuin se lengte is dubbeld dié van sy breedte. Bepaal die afmetings
van Mr. Tsilatsila se groentetuin.

Oplossing:
A=1xb
l=2b
A=8=1xb
= 2b(b)
= 2b*
b =4
b==£2

b=2m,l=4m

2. Kevin speel 'n paar rondtes kegelbal. In die derde rondte het hy 80 meer punte as
in die tweede rondte aangeteken. In die eerste rondte het hy 110 punte minder
as in die tweede rondte aangeteken. Sy totale puntetelling vir die eerste twee
rondtes was 208. As hy 'n gemiddelde telling van 146 wil hé, hoeveel punte
moet hy in die vierde rondte aanteken?

Oplossing:

Die eerste rondte = a, die tweede rondte = b, die derde rondte = ¢ en die
vierde rondte = d:

c=80-+0b
a=c— 110
a+ b= 208
a+b+c+d:146
4
c=80+0b
c=a+ 110

Ena =208 -5

80 +b=208 -0+ 110
2b =208 + 110 — 80
2b =238

b= 119
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a-+b=208
a-+ 119 = 208
a=89

c=80+b
c =80 + 208
c = 288

a+b+c+d
4
496 4 d = 656

d =187

=164

Kevin moet 187 punte in die vierde rondte aanteken.

. As 'n voorwerp laat val word of afwaarts gegooi word, word die afstand, d, wat

dit val in ¢ sekondes, deur die volgende vergelyking beskryf:
s = 5t% + ot

In hierdie vergelyking is, vy die aanvangssnelheid, gegee in m-s—!. Afstand word
gemeet in meter, en tyd in sekondes. Gebruik die vergelyking om te bepaal hoe
lank dit neem vir 'n tennisbal om die grond te bereik as dit afwaarts gegooi word
vanuit 'n warmlugballon wat 500 m hoog is. Die aanvangsnelheid van die bal is

5m-s—1.

Oplossing:
s = 5t + vyt
500 = 5% + 5t
24+t—-100=0
- —(1) £ /(1)% — 4(1)(100)
2(1)
_ 14++/1+400
==
_ 1++/401
- 2
t=10,55s

. Die tabel hieronder gee die tye wat dit vir Sheila neem om die gegewe afstande

te stap.

tyd (minute) | 5 | 10 | 15 | 20 | 25 | 30
afstand(km) | 1| 2 | 3 | 4 | 5| 6

Stip die punte.

Indien die verwantskap tussen die afstande en tye lineér is, kry die vergelyking
van die reguitlyn deur enige twee punte te gebruik. Gebruik dan hierdie verge-
lyking om die volgende vrae te beantwoord:

a) Hoe lank sal dit Sheila neem om 21 km te stap?
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b) Hoe ver sal Sheila stap in 7 minute?

As Sheila die tempo waarteen sy stap sou halveer, hoe sou die grafiek van haar
afstande en tye lyk?

Oplossing:

30 T
25 T
20 T
15 +

10 +

t =5d

t = 5(21) = 105 minute

Sheila sal stap d = % = 1,4 kilometre in 7 minute.

Die gradiént van die grafiek sal twee keer soveel wees as die gradiént van die

eerste grafiek. Die grafiek is steiler en & nader aan die y-as.

5. Die drywing P (in watt) wat aan 'n stroombaan deur 'n 12 volt battery verskaf
word, word gegee deur die formule P = 121 —0,512 waar I die stroom in ampere
is.

a) Omdat beide die drywing en die stroom groter moet wees as 0, kry die
grense van die stroom wat deur die stroombaan getrek kan word.

b) Teken 'n grafiek van P = 121 — 0,5I? en gebruik jou antwoord van die
eerste vraag om die terrein van die grafiek te bepaal.

c) Wat is die maksimum stroom wat getrek kan word?

d) Lees af van jou grafiek hoeveel drywing verskaf word aan die stroombaan
as die stroom 10 ampere is. Gebruik die vergelyking om jou antwoord te
kontroleer.

e) By watter waarde van die stroom sal die drywing verskaf 'n maksimum

wees?
Oplossing:
a)
0 =121 —0,5I°
0,51> —12I =0
I1(0,5I —12) =0
I=00ofI =24
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b)
¢) Die maksimum stroom is 24 A.
d) Die drywing is 70 W.

P =12(10) — %(10)2

=120 — 50
=170

e) 12 A
6. 'n Houtblok word gemaak soos in die diagram gewys. Die eindvlakke is reghoe-

kige driehoeke met kante 3z, 4 en 5z. Die lengte van die blok is y. Die totale
buiteoppervlakte van die blok is 3600 cm?.

3z 4z

5%

Wys dat
_ .2
y = 3009@ z

Oplossing:

1
3600 = 3zy + Sy + 4oy + 2 (5(3@(43:))

3600 = 12zy + 1222
3600 — 1222 = 12zy

3600 — 1222
12x
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2.10 Opsomming

Oefening 2 — 11: Einde van die hoofstuk oefeninge

1. Los op: 2 —z — 1 = 0. Gee jou antwoord korrek tot twee desimale plekke.

Oplossing:

—b £ Vb?% — 4dac
2a
—(=1) V(=12 -4(1)(-1)
2(1)

xr =

1+/114

2
_1++5
2
x=1,620f x = —0,62

2. Losop: 16 (z +1) = 22 (z + 1)

Oplossing:

16(z 4+ 1) = 2%(z + 1)
16(z +1) —2?(z + 1) =
(16 — z3)(z +1) =0
2

z°=160of x = —1
r=+40fz=-1

a2 12
3. Los op: y +3—|—y2+3 =7
Oplossing:
laaty> +3 =k
Beperking: 42 +3 #0
Dus k #0
12
Lk —=7
%
k?+12 =7k

kK —Tk+12=0
(k—3)(k—4)=0
k=3of k=4
Sy +3=30fy’+3=4
Syt =00ofy?=1
Sy=0ofy==+1

4. Los op vir z: 22* — 52 —12 =10
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Oplossing:

22t — 522 —12=0
(22 —4)(22>+3) =0

z?=40fz? = —g (geen reéle oplossing)
2L 98 = 2E2)
5. Los op vir z:
a) x( 9)+14=0
b) 2 — x = 3 (Gee jou antwoord korrek tot een desimale plek.)
C x+ (Gee jou antwoord korrek tot twee desimale plekke.)
) ot e
Oplossing:

a)

z(x—9)+14=0

2°—9z+14=0

(x—=T)(x—2)=0
xr=Tofx=2
b)
?—z=3
2 —2z-3=0
=D = AD(=3)
2(1)

1T+ 12

=————

_1+£V13

2
r=230fx=-1,3

o)

—2+v4+24

2
—2++28
2
—24+ 27
2

— _1-L+/7
z=1,650fx =—3,65
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1 2z
x+1+x—1:
(x—1D+4+2z(z+1)=(z+1)(x—-1)
r—14+2224+22=2%-1
22 +3zx=0
z(x+3)=0
x=0ofx=-3

1

6. Los op vir z in terme van p deur vierkantsvoltooiing: 2% — pz — 4 = 0

Oplossing:
xz—px—él:
2 2
2 p p
_ Yo_ g
T — pr + 1 + 1
( p)2 16 + p?
g—
2 4
L P 16 + p?
2 4
V16+p® p
===
2 2
/16 +p? -2
- 2
7. Die vergelyking ax? + bx + ¢ = 0 het wortelsx=§enx=—4. Kry een stel

moontlike waardes vir a, b en c.

Oplossing:

(3z—2)(x+4) =0
322 +122 — 22— 8 =10
322 +10x —8 =0

a=3
b=10
c=—8

8. Die twee wortels van die vergelyking 422 + px — 9 = 0 verskil met 5. Bereken
die waarde van p.

Oplossing:

42 4+ pr—9=0

Gebruik kwadraatsvoltooiing:

_ —pE VP - 449
8
_ Y

8

X
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—p+ /144 + p? en oy — —p — /144 4 p?
8

xl—:c2=5

_ —p+\/144+p == 144+p2
—p+\/144+p +p+\/144+p =40

.y =

Vp? + 144 = 20
p? + 144 = 400
p? =256
o.p==*£16

'n Vergelyking van die vorm 22 + bz + ¢ = 0 word op die bord geskryf. Saskia
en Sven skryf dit verkeerd af. Saskia het 'n fout gemaak in die konstante term
en kry die oplossings —4 en 2. Sven het 'n fout gemaak in die koéffisiént van x
en kry die oplossings van 1 en —15. Bepaal die korrekte vergelyking wat op die
bord geskryf was.

Oplossing:

Saskia:
(z+4)(x—2)=0
2 +2x—-8=0
a=lenb=2
Sven:

(z—1)(x+15)=0
22+ 142 —15=0
.c=—15

Korrekte vergelyking:
22422 —-15=0
(x+5)(x—3)=0
.. korrekte wortels is x = —5enx =3

10. Vir watter waardes van b is uitdrukking £ b oobt6

a) ongedefiniéerd?

b) gelyk aan nul?
Oplossing:

a) Die uitdrukking is ongedefiniéerd vir b = —

b)
b —5b+6 g
b+2
(b-2(-3) _,
b+ 2 B
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Oplossing: b =2 of b =3
Beperkings: b = —

22—6)(22+1)

11. Gegee ( e = 0. Los op vir z as:

a) x 'n reéle getal is.
b

C

z 'n rasionale getal is.

)
)
) z 'n irrasionale getal is.
d) x 'n heelgetal is.

Oplossing:
Beperkings: x # —2.

(22— 6)(2z +1) =0
33:_70f$::|:\/6

a) Die drle oplossings is reéel.
b) z =3
o z=4V6
d) Daar is geen heelgetal oplossing.
1
12. Gegee: % Vir watter waarde(s) van z is die vergelyking:

a) gelyk aan nul?
b) ongedefiniéerd?

Oplossing:

a) Gelykaan nul: z =6
b) Ongedefiniéerd: z = +/3

V8 —2
13. Los op vir a as V8= 2a > 0.
a—3
Oplossing:
Beperkings: a # 3.
V8 —2a =0
8—2a=0
a=4
Tabel van waardes:
Kritiese waardes a=3 a=4
a—3 — | ongedef | + + +
a—4 - - — 1T 0 [+
— | ongedef | — 0 +

Oplossing: a > 4
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14. Abdoul het in 'n buitelandse handboek afgekom op die volgende formule om
die kwadratiese vergelyking axz? + bz + ¢ = 0 op te los:

2c
G =
—b+Vb? — 4ac

a) Gebruik hierdie formule om die volgende vergelyking op te los: 222 + z —
3=0.

b) Los die vergelyking weereens op, deur faktorisering, om te sien of die ge-
gewe formule werk vir hierdie vergelyking.

c) Abdoul het probeer om hierdie formule af te lei ten einde te bewys dat dit
altyd werk. Hy het egter vasgesteek op 'n punt. Hier is sy poging:

ax?+br+c=0

a+é+%:0 Deel deur 2 waar x # 0
X X
c b .
—+—-+a=0 Herrangskik
X T
1
— i+9:0 Deel deur ¢ waar ¢ # 0
X CT (&
1
o L =2 Trek ¢ weerskante af
X CT (&
1 b
Lt —+... Steek vas
X CT
Voltooi sy afleiding.
Oplossing:
a)
_ 2c
—b+Vb% — 4ac
_ 2(-3)
—(1) £ /12 — 4(2)(-3)
_ —6
—1+£+v25
=6
- —145
—6 3 —6
X 4 9 orx 6
b)

22 +2—-3=0
(22 +3)(x —1) =0

x:—§of:c:1
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ar’ +br+c=0

b c
a—+—+ 5 = 0
r
b
—+2+4a=0
z z
1 b
SH—+2=0
z cx ¢
1 b _a
2 cx c
(R T R
22 ex 42 ¢ 4¢?
L. b *  —dac+b? b —dac
x 2] 4c2 T 42
1 i _ 4 b2 — dac
x 2 4c2
1 _ _E n b2 — dac
z 2c 4c2
1 —b£+Vb?—dac
x 2c
2c
—b+ b2 — 4dac
15. Los op vir x:
4 15—
a) 7-3 <1 f) 2z < Tx
4 2553
b) gz <1 8 5 <0
222 3
0 £ >3 hy z—22>2
_3 29
4 = <0 i) T <0
2 9
e) (2z —3)2 <4 ) 2=2>1
Oplossing:

a) x<3orzx>T7

b) x<lorz>5

0 3<x<T

d) z<—-1lofz>3

e) 0b<xz<25
flz<—3of0<z<3
g):p<§

h) -1<z<0ofx>3

j) 2%§x<3

16. Los die volgende stel gelyktydige vergelykings algebraies op. Gee jou antwoord
in wortelvorm waar van toepassing.
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a y—2x=0 e) a—b>=0

y—x2—-2x+3=0 a—3b+1=0
b) a—3b=0 la—2b+1=0
a—b+4=0 a—2b2—12b+4=0
Qy—z2—5x=0 g) y+4r—19=0
10=y—2z 8y + 5x2 — 101 =0
dp=2%>+¢g-3 h) a+4b—18 =0
p—3¢=1 2a + 5> — 57 =0
Oplossing:
a)
y—2x=0
Yy =2z
y—22—2c+3=0
y=12°4+2zr—3
2 = 2%+ 2z — 3
0=2"-3
z? =3
r=+V3
As z = \/3:
y=2V3
Dit gee die punt (v/3;2/3).
As = —/3:
y=—2(V3)

Dit gee die punt (—/3; —2/3).
Oplossing: = £v/3 en y = +2/3.

b)
a—3b=0
a=3b
a—b+4=0
a="5b%—4
3b=b>—-14
0=0>—3b—4
(b—4)(b+1)=0
b=4ofb=—-1
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As b =4:
Asb=—1:

Oplossing: a = -3 enb=—1ofa=12en b =4.

c)

y—w2—5w=0

y =z2 + 52
10 =y — 2z
y=2x+10

z? 4+ 5z = 2z + 10
> +32—-10=0
(z+5)(x—2)=0

x=-50ofx =2

As x = —5:
y=2(-5)+10
As x = 2:
y =2(2) + 10
=14

Oplossing: z = —5eny =00of z =2 eny = 14.

d)

p=2p*+q-3
q=-2p"+p+3

p—3¢=1
_p-1
=73
~1
—2p? +p+3= "=

—6p° +3p+9=p—1
6p> —4p—10=0
3p°—2p—5=0

(Bp—=5)(p+1)=0

)
=—-ofp=-1
p=gofp
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Asp=—1:

Oplossing: p=3eng=2of p=—lenq= 2.
e)
a—b"=0

a=b

a—3b+1=0
a=3b—-1

b =3b—1
B —-3b+1=0

,_ —(=3) % VAN
2(1)

>

2]

S

[
w
+
S

S

_ 3=V5.
Asb =35,

Oplossing: b = 52 en a = =

a—2b+1=0
a=2b—-1

2.10. Opsomming




a—20>—12b+4=0
a=2b%>+12b—4

2b—1=2b"+12b— 4
202 +10b—5 =0
b —(10) + 1/(10)% — 4(2)(-5)
2(2)

_ —10+ /140
- —=

_ —10++140.
As b = —L0+/I00,

4

—24 4 24/140
4

—12 + /140
2

<—10+\/14o)
a=92 =TV g

_ —10—+/140.
As b = =10=v140.
—10 — /140
a=2 T —1

=24 -2V/140

- 4

—12 — /140
2

—124+/140
— 35 -

—10+v140
4

Oplossing: b =
8

ena=
y+4r—-19=0
y = —4x + 19

8y + 522 — 101 =0
8y = —5x2 + 101

5?4101
y= 8
—5z2 + 101
gz 19— 2% 101 8+ 0

—32z + 152 = —52% + 101
522 — 322 +51=0
—(—32) £ 1/(—32)2 — 4(5)(51)
° 2(5)
_ 32++/1024 — 1020
B 10
32+ V4
10
z=340fx =3
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As z = 3,4

y=—4(3,4) + 19
=54

As z = 3:

y=—4(3) + 19
=5

Oplossing: t =34eny =540f x =3 eny =5.

h)
a+4b—18 =0
a= —4b+ 18
2a + 56> — 57 =0
2a = —5b% + 57
_ —5b2 457
- 2
K72
—4b+18:w
—81 + 36 = —5b% + 57
5b2—8:c—21=0
y 8) + /(—8)% — 4(5)(—21)
2(5)
_ 8++/64+420
10
_ 8+4/484
- 10
b=3o0ofb=—
As b = 3:
a=—4(3)+18
=6
Asb=—-14

y=—4(—1,4) + 18
= 23,6

Oplossing: b= —1,4ena = 23,6 of b=3ena =6.
17. Los die volgende stelsel van vergelykings grafies op:

a 2y+z—2=0
8y +22-8=0
b) y+3x—6=0
y=124+4—4x
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18.

19.

Oplossing:

a)

'n Klip word vertikaal opwaarts gegooi en sy hoogte bo die grond (in meter) in
tyd ¢ (in sekondes) word gegee deur:

h(t) = 35 — 5t + 30t

Bepaal die oorspronklike hoogte bo die grond.

Oplossing:
Laatt = 0:

h(t) = 35 — 5% + 30t
h(0) = 35 — 5(0)% + 30(0)
=35m

'n Vervoermaatskapy het, nadat hulle navorsing daaroor gedoen het, bepaal dat
die koers waarteen petrol verbruik word deur een van sy groot voertuie, wat teen
'n gemiddelde spoed van x km per uur reis, gegee word deur:

55 i . .
P(x) = % - 200 liters per kilometer
Neem aan dat die petrol R 4,00 per liter kos en dat die drywer R 18,00 per
uur (reistyd) verdien. Lei nou af dat die totale koste, C, in rand, vir 'n tog van
2000 km gegee word deur:

256 000

C(z) + 40z
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Oplossing:

55 2000
C(x) = 4 x 2000 x <—+i) +18x 222
X

2x 200
220 000 36 000
= + 40x +
T
256 000
= + 40x

T

20. Los die volgende kwadratiese vergelykings op deur fakortisering, kwadraatsvol-
tooiing of die kwadratiese formule:

e Probeer altyd om eers te faktoriseer, en gebruik die formule as die drieterm
nie kan faktoriseer nie.

e Los party van die vergelykings op deur vierkantsvoltooiing.

a) —dy* —4ly—45=0 g 16y° + 0y —81=0

b) 1622 4 20z = 36 h) 342+ 10y — 48 = 0

C) 42p? + 104p + 64 =0

) 2 Y 5 ) 63— 5y% = 26y

d) 21y + 3 =54y

. 2 .

e) 36y% +44y+8=0 j) 202 —30=2

f) 12y — 14 = 22y k) 2% = 98
Oplossing:

a)

—4y? — 41y —45=0
4y’ + 41y +45=0
(4y+5)(y+9)=0

5
Y 403/

b)
1622 + 202 —36 =0
422 +52—-9=0
4z +9)(x —1) =0
33:—2 ofz =1
C)
42p® +104p + 64 = 0
21p° +52p+32=0
(Tp+8)(Bp+4)=0
8 4
p=—zofp=-3
d)

—54y? + 21y +3 =10

182 —7Ty—1=0

Yy+1)(2y—1)=0
1

=——of _ !
Y= 9 y—2
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36y° 4+ 44y +8 =0
92 + 11y +2=0
Yy +2)(y+1)=0

2
) 9031

1292 — 22y — 14 =0

6y? — 11y —7=10

By-7(2y+1)=0
7

—of—1
JE Y=

16y% + 0y — 81 =0
(4y —9)(4y+9) =0

3y% + 10y — 48 = 0
3y —8)(y+6)=0

8
Y 30?J

—5y% — 26y +63=0
5y% + 26y — 63 = 0
5y =9y +7) =0

9
=_—ofy=-7
Y 50?J

222 —30=2

222 —32=0

2 —16=0

(x—4)(z+4)=0
T =14

2% —98 =0

P —49=0

(y—7y+7)=0
W = =27
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21. Een wortel van die vergelyking 9y + 32 = ky is 8. Bepaal die waarde van k en
van die ander wortel.

Oplossing:

9(8)> —8k+32=0
576 — 8k +32 =0
8k = 608
k=176

Die wortels is:

9y? — 76y +32=0
9y —4)(y—8)=0

4
Y goy

2

22. a) Losopvirzinz‘ —x = 6.

b) Hieruit, los op viry in (v —y)? — (y> —y) — 6 =
Oplossing:
a)

?—rx—-6=0
(x—3)(x+2)=0
x=30ofx=-2

b) Laatz = y% — ¥, en ons kry die vergelyking 22 — 2 = 6:

v —y=3
> —y—3=0
(=) + V(=12 -4(1)(-3)
' 2(1)
_1+£V13
2
Y’ —y=-2
Y —y+2=0
_ (=) V(=12 -4(1)(2)
' 2(1)
_1x/-7
=
x = —2 gee geen reéle oplossing vir y.

23. Losopvirxz: x =8 —x+2
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Oplossing:

r=vV8—x+2
r—2=+V8—=x
(x—2°=8-=z

?—4dz+4=8—=z
z?—3z—-4=8—=
(x—4)(x+1)=0
rz=4ofx=-1

24. a) Losopviryin —4y?> + 8y — 3 = 0.
b) Hieruit, los op vir pin4(p —3)?2 —8(p —3) + 3 = 0.

Oplossing:
a)

492 —-8y+3=0

(2y—3)(2y—1)=0
3

= — of _ 1
Yy=5 %Y =5

b) Laaty = p — 3, en ons kry die vergelyking 432 — 8y — 3 = 0:

3
p—3—§
3
=243
D 2+
_ Y
P=3
1
p—3—§
1
= =43
D 2+
L
P=3
25. Los op vir : 2(:6‘4—3)% =9
Oplossing:
2z +3)7 =9
19
(l‘+3)2—§
81
81
6
4
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26. a) Sonder om die vergelyking = + % = 3 op te los, bepaal die waarde van
x? + %
b) Los nou = + % = 3 op en gebruik die resultaat om jou antwooord in die
vraag hierbo te kontoleer.

Oplossing:
7

27. Losop viry: 5(y —1)2 =5 =19 — (y — 1)?

Oplossing:
Laat k = (y — 1)

5k—5=19—k
6k =24
k =
Los op vir y:
(y—1>=4
yP—2y+2=4
-2 —2=0
y— =)= P A (2)
2(1)
24412
==

28. Los op virt: 2t(t — 3) = 52 +2
Oplossing:

t=1¢=10ft=3£Y8

D=
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3  Getalpatrone

e Bespreek terminologie.
e Beklemtoon die verband tussen lineére funksies (algemene term) en lineére rye.
e Moenie die formule vir rekenkundige reekse gebruik nie.

e Beklemtoon die verband tussen kwadratiese furnksies (algemene term) en kwa-
dratiese rye.

e Sleutelaktiwiteit in die wiskundige beskrywing van ‘n patroon: vind die verwant-
skap tussen die nommer van die term en die waarde van die term.

3.1 Hersiening

Oefening 3 — 1: Lineére rye

1. Skryf die volgende drie terme neer in die ry: 45;29;13; —3;...

Oplossing:
—19; —35; —51
2. Die algemene term word gegee deur die ry hieronder. Bereken die ontbrekende
terme.
a) —4;-9;-14;...;-24
T,=1-5n
b) 6;...;24;...;42
T, =9 —3
Oplossing:
a)

Ty=1-5(4)
=1-20
=-19

b)

T, =9(2) — 3
=18—-3
=15

Ty =9(4)—3
=36—3
=33
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3. Vind die algemene term vir die volgende rye en vind dan T}, T15 en T3p:
a) 13;16;19;22;...
b) 18;24;30;36;. ..
c) —10; —15; —20; —25;. ..

Oplossing:
a)
d="1T, —1T
=16—13
=
T, =10+ 3n
T, =10+ 3n
. Tio = 10 + 3(10)
=40
. Ts = 10 + 3(15)
=955
T30 = 10 + 3(30)
=100
b)
d="1Ty, —T
=24 —18
=6
o T, =124+ 6n
T, =12+ 6n
. Tio = 12+ 6(10)
= T2
. Tis = 12 + 6(15)
= 102
T30 = 124 6(30)
=192
)
gl — T =T
= —15—(-10)
= -5
T, =-5-—>5n
T,=—-5—5n
. Tip = —5 — 5(10)
= —55
. Tis = —5 — 5(15)
= —80
. Ty = —5 — 5(30)
= —155
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4. Die sitplekke in 'n klaskamer is gerangskik sodat die eerste ry 20 lessenaars het,
die tweede ry 22 lessenaars, die derde ry 24 lessenaars, ensovoorts. Bereken
hoeveel lessenaars in die ninth ry is.

Oplossing:

d=1T,—-T
=22-120
=2
o1, =18 +2n
T, =184 2n
- Ty = 18 +2(9)
=184 18
=36
5. a) Voltooi die volgende:
134+31=...
24 +42=...
38+83=...

b) Kyk na die getalle aan die linkerkant: wat let jy op van die ene-syfer en die
tiene-syfer?

c) Ondersoek die patroon deur van ander voorbeelde van 2-syfer getalle ge-
bruik te maak.

d) Formuleer 'n vermoede van die patroon wat jy gesien het.

e) Bewys die vermoede.

Oplossing:
a)
13431 =44
24 4+ 42 = 66
38 +83 =121

b) Die ene-syfer en die tiene-syfer het posisies geruil.

C)

45 +54 =99
71+ 17 =88

d) Die som van die twee getalle sal altyd 11 keer die som van die twee syfers
wees.
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e) Laat die eerste nommer a + 10b wees en laat die tweede nommer b + 10a
wees:

Nommer 1 : = a + 10b
Nommer 2 : = b+ 10a
Nommer1+2:=a+ b+ 10a + 10b
= 1la+ 110
=11(a+b)

3.2 Kwadratiese rye

Oefening 3 — 2: Kwadratiese rye

1. Bepaal die tweede verskil tussen die terme van die volgende rye:

a) 5;20;45;80;. g) —1;2;9;20;...
B 15 L5 165 27 h) 1;-3;—9;-17;...
0 L4916, i) 3a+1;12a+1;27a+1;48a+1
i : : :
d) 3;0; 5—12;... S
f)O;—6;—16;—30;... k) ¢t —2;4t —1;9¢; 16t + 1;. ..
Oplossing:
a)
Eerste verskil: = 15;25;35
Tweede verskil: = 10
b)
Eerste verskille: = 5;7;9
Tweede verskil: =
)
Eerste verskille: = 3;5;7
Tweede verskil: =
d)
Eerste verskille: = —3; —5; —7
Tweede verskil: = —2
e)

Eerste verskille: = 2;4;6
Tweede verskil: =
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Eerste verskille: = —6; —10; —14
Tweede verskil: = —4
)
Eerste verskille: = 3;7;11
Tweede verskil: =4
h)
Eerste verskille: = —4; —6; —8
Tweede verskil: = —2
i)
Eerste verskille: = 9a;15a;21a
Tweede verskil: = 6a
)
Eerste verskille: = 8;14;20
Tweede verskil: = 6
k)

Eerste verskille: = 3t + 1;5t + 1;7t + 1
Tweede verskil: = 2¢

2. Voltooi die ry deur die ontbrekende term in te vul

a) 11;21;35;...;75 d) 3;...;—-13;-27;—45
b) 20;...;42;56;72 e) 24:35;48;...:;80
c) ...;37;65;101 f) ...;11;26;47
Oplossing:
a)
n=1 n=2 n=3 n=4
T, 11 21 35 53
N S N N 7
1%t verskil 10 14 18
. NSNS
2% verskil 4 4
b)
n=1 n =2 n=23 n=4
T, 20 30 42 56
N S N N/
15t verskil 10 12 14
. NSNS
29%€ verskil 2 2
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T, 17 37 65 101
N N N 7
15 verskil 20 28 36
- NSNS
29¢ verskil 8 8
d)
n=1 n=2 n=3 n=4
T, 3 -3 —13 —27
N SN N S
1% verskil —6 —10 —14
N S N S
2de verskil —4 —4
e)
n=1 n=2 n=3 n=4
T, 24 35 48 63
N S ON N S
15 verskil 11 13 15
. NSNS
29¢ verskil 2 2
f)
n=1 n=2 n=3 n=4
s 47
\ / \ / \ /
1% verskil
. '~ / \ o
29¢ verskil

3. Gebruik die algemene term om die eerste vier opeenvolgende terme in die ry te
bereken:

Oplossing:

a) 3;9;17;27
b) —6;—9; —14; —21
c) 1;8;21;40

d) o —14; -27

Oefening 3 — 3: Kwadratiese rye

1. Bereken die gemeenskaplike tweede verskil vir elk van die volgende kwadratiese
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rye:

a) 3; 6; 10; 15; 21; ... d) 2; 10; 26; 50; 82; ...

b) 4; 9; 16; 25; 36; ...

c) 7; 17; 31; 49; 71; ... e) 31; 30; 27; 22; 15; ...
Oplossing:

a)

Eerste verskille: = 3;4;5;6

Tweede verskil: =1
b)
Eerste verskille: =5;7;9;11
Tweede verskil: = 2
c)
Eerste verskille: = 10;14;18; 22
Tweede verskil: = 4
d)
Eerste verskille: = 8;16;24; 32
Tweede verskil: =8
e)
Eerste verskille: = —1;-3;—5; -7
Tweede verskil: = —2

2. Bepaal die eerste vyf terme van die kwadratiese ry wat deur die volgende formule
voorgestel word: T}, = 5n? + 3n + 4.

Oplossing:

T, =5n>+3n+4

Ty =5(1)% +3(1) + 4
=12

Ty = 5(2)% +3(2) + 4
=30

T3 =5(3)% +3(3) + 4
=58

Ty = 5(4)% +3(4) + 4
=96

Ts = 5(5)2 + 3(5) + 4
=144

12; 30; 58; 96; 144
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3. Gegee dat T}, = 4n? + 5n + 10, bepaal Ty.

Oplossing:

T, = 4n* + 5n + 10
Ty = 4(9)* +5(9) + 10
= 379

4. Gegee T, = 2n?, vir watter waarde van n is T}, = 32?

Oplossing:

Tn:2n2
32 = 2n?
16 = n?
4=n

5. a) Skryf die volgende twee terme van die kwadratiese ry
16;27;42;61;. ..

b) Bepaal die algemene formule vir die kwadratiese ry hierbo.

Oplossing:
a)
n=1 n=2 n=3 n=4
T, 16 61
\ / \ / \ /
15 verskil
. \ ! \ o
29€ verskil
Tweede verskil: =
Eerste verskille: = 11;15;19;23;27
c.T5 =61+ 23
=84
o T =84 + 27
=111
b)

T, =an®+bn+c
Th=a+b+c

T2:4n2+2n+c
T3:9n2+3n-|—c
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S.a+b+c=16
sc=16—a—0»

da+2b+c=27

4a 4+ 2b+ (16 —a — b) = 27

3a+b=11

En9a + 3b+ c =42

594430+ (16 —a—b) =42

8a + 2b = 26
da+b=13
b=13—4a
S3a+b=11
3a+ (13 —4a) =11
—a=—-2
Sa=2
b=13 —4(2)
Sb=5
Enc=16—a—0
sc=16—-2-5
=9

ST, =2n>+5n+9

3.3 Opsomming

Oefening 3 — 4: Einde van die hoofstuk oefeninge

1. Bepaal die eerste vyf terme van die kwadratiese ry wat voorgestel word deur:

T,=n>+2n+1

Oplossing:
—4;9;16;25; 36

2. Bepaal watter van die volgende rye is:

e 'nlineére ry,
e 'n kwadratiese ry,

e nie een van die twee nie.
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a) 6;9;14;21;30;...

b) 1;7;17;31;49;...

c) 8;17;32;53;80;...
d) 9;26;51;84;125; ...
e) 2;20;50;92;146; ...
f) 5;19;41;71;109;...
g) 2;6;10;14;18;...

)
)
)
)

Oplossing:

a)

Kwadratiese ry
Kwadratiese ry
Kwadratiese ry
Kwadratiese ry
Kwadratiese ry

Kwadratiese ry

Lineére ry

h) 3;9;15;21;27; ...

i) 1;2,5;5;8,5;13;...

j) 10;24;44;70;102; ...
1l.q. 1.1¢a. 1.

k) 25;6;105;16;225;. ..

) 3p?; 6p% 9p?; 12p?; 15p%; . ..

m) 2k;8k; 18k; 32k; 50k; . ..

Eerste verskille: = 3;5;7;9;
Tweede verskil: = 2

Eerste verskille: = 6;10;14;18
Tweede verskil: = 4

Eerste verskille: = 9;15;21;27
Tweede verskil: =6

Eerste verskille: = 17;25;33;41
Tweede verskil: =8

Eerste verskille: = 18;30;42; 54
Tweede verskil: = 12

Eerste verskille: = 14;22;30; 38
Tweede verskil: =8

Eerste verskil: =4
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Eerste verskil: =6

Lineére ry

Eerste verskille: = 1,5; 2,5; 3,5; 4,5
Tweede verskil: =1

Kwadratiese ry
)
Eerste verskille: = 14;20; 26; 32
Tweede verskil: = 16

Kwadratiese ry
k)

Eerste verskille: = 3,5; 4,5; 5,5; 6,5
Tweede verskil: =1

Kwadratiese ry

Eerste verskille: = 3p?

Lineére ry

m)

Eerste verskille: = 6k; 10k; 14k; 18k

Tweede verskil: = 4k
Kwadratiese ry
3. Gegee die patroon: 16;x;46; ..., bepaal die waarde van z indien die patroon
lineér is.
Oplossing:
r—16 =46 —x
2x = 62
cox =31

4. Gegee: T,, = 2n?, vir watter waarde van n is T}, = 242?

Oplossing:
o2n? = 242
n? =121
sn=11

5. Gegee: T}, = 3n?, bepaal T1;.
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Oplossing:

T, = 3n*
STl =3(11)2
= 363

6. Gegee: T,, = n? + 4, vir watter waarde van n is T, = 852

Oplossing:

n?+4=85
n? = 81
. =

7. Gegee: T}, = 4n® + 3n — 1, bepaal T5.

Oplossing:

T, =4n*>+3n—1
Ty =4(5)2+3(5) — 1
=100+15—-1

=114

3 . .
8. Gegee: T,, = §n2, vir watter waarde van n is T,, = 96?

Oplossing:

5n?=96
2
2
=96 x =
n ><3
= 64
.m=38

9. Vir elk van die volgende patrone, bepaal:

e die volgende term in die patroon,
e die algemene term,

e die tenth term die patroon.

a) 3;7;11;15;... d) a;a+ b;a+ 2b;a+ 3b;. ..

b) 17;12;7;2;...

C) %;1;1%;2;... e) 1;—-1;-3;-5;...
Oplossing:
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d=7-3
=4
Ts =15+4
=19
T, =4n—1
Tyo = 4(10) — 1
=39

d=12-17
=5
Ty=2-5
=-3
T, =22 —5n
Tyo = 22 — 5(10)
=28

8y
I

&
Il Il Il
o N o= =
R4 |
N | = DN | =

&3
|
3

3
=
|

(10)

(S O IS N T

d=a+b—a
=b
T5=a+3b+b
=a+4b
T,=a—b+bn
Tio =a— b+ b(10)
=a+9b
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d=-1-1
=-2
Ts = —-5—2
=7
T,=3—2n
Tio = 3 —2(10)
=—17

10. Vir elk van die volgende rye, bepaal die vergelyking van die algemene term en
gebruik dan die vergelyking om T} te bepaal.

a) 4;7;12;19;28; ...

b) 2;8;14;20; 26; ...

C) 7;13;23;37;55;...
)

d) 5;14;29;50;77; ...
Oplossing:
a)
n=1 n=2 n=3 n=4
T, 4 7 12 19
. N S N S N\ S
1% verskil 3 5 7
o NSNS
29¢ verskil 2 2
T, =an®>+bn+c
Tweede verskil: 2a = 2
sa=1
3a+b=3
b=3-3(1)
b=0
a+b+c=4
c=4—a—-b>
=4-1
.c=3
T, =n®+3
S Th00 = (10)2 +3
=10 003
b)
d=8—-2
=6
T, =6n—4
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T, =6n—4
T100 = 6(100) =

= 596
C)
n=1 n=% n=3 n=4
T, 7 13 23 37
N/ N S N\ S
15 verskil 6 10 14
o N NS
29¢ verskil 4 4
T, =an®>+bn+c
Tweede verskil: 2a = 4
c.a=2
3a+b=206
b=6—3(2)
Sb=0
a+b+c=7
c=T7T—a—>
=7—2
C.c=35H
S To=2n2+5
T,=2n>+5
. Thoo = 2(10)* +5
= 20 005
d)
n=1 n =2 n=3 n=4
T, 5 50
\ / \ / \ /
15 verskil
. BN / \ a
29€ verskil

T, =an®>+bn+c
Tweede verskil: 2a = 6

sa=3
3a+b=9
b=9-3(3)
Sb=0
a+b+c=5
sc=b—a—>
=5-3
@ =2
T, = 3n? +2
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T, =3n%+2
- Tioo = 3(10)%2 4 2
=30 002
11. Gegee: T,, =3n — 1

a) Skryf die eerste vyf terme van die ry neer.
b) Wat kom jy agter oor die verskil tussen enige twee opeenvolgende terme?

c) Sal dit altyd die geval wees vir 'n lineére ry?

Oplossing:

a) 2;5;8;11;14
b) Konstante verskil, d = 3

c) Ja

12. Gegee die volgende ry: —15; —11; —7;...;173

a) Bepaal die vergelyking vir die algemene term.

b) Bereken hoeveel terme daar in die ry is.

Oplossing:
a)
d=—11— (—15)
4
T, =4n—19
b)
T, =4n—19
173 =4n — 19
192 = 4n
A8 =n

13. Gegee 3;7;13;21;31;. ..

a) Thabang bepaal dat die algemene term T,, = 4n — 1 is. Is hy reg? Verdui-
delik.

b) Cristina bepaal dat die algemene term T, = n?> +n + 1 is. Is sy reg?
Verduidelik.

Oplossing:
a)

Eerste verskille: = 4;6;8;10
Tweede verskil: = 2

Thabang se algemene term 7,, = 4n — 1 beskryf 'n lineére ry en hierdie is
'n kwadratiese ry.
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T, = an® +bn + ¢
Tweede verskil: 2a = 2

sa=1
3a+b=14
b=4-3(1)

sb=1

a+b+c=3
sc=3—a—>
=3-1-1

se=1

S To=n’+n+1

14. Gegee die volgende patroon van blokke:

a) Teken patroon 5.

b) Voltooi onderstaande tabel:

patroonnommer (n) | 2 [ 3|4 |5 |10 | 250 | n
aantal wit blokke (w) | 4 | 8

) Is hierdie 'n lineére of kwadratiese ry?

Oplossing:

a)

5
b) patroonnommer (n) |2 |3 | 4 | 5 | 10 | 250 n
aantal wit blokke (w) | 4 | 8 | 12 | 16 | 36 | 996 | 4n — 4

c) Lineér

15. Kubusse van 1 cm?® word op mekaar gestapel om ’n toring te vorm:
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a) Voltooi die tabel vir die toring se hoogte:

toringnommer (n) 1123410 |n
hoogte van die toring (h)

b) Watter tipe ry is dit?

c) Beskou nou die aantal kubusse in elke toring en voltooi dan die onder-
staande tabel:

toringnommer (n) | 1|2 |3 | 4
aantal kubusse (¢) | 3

d) Watter tipe ry is dit?
e) Bepaal die algemene term vir hierdie ry.
f) Hoeveel kubusse word benodig vir toring nommer 21?

g) Hoe hoog sal 'n toring met 496 kubusse wees?

Oplossing:

toringnommer (n) 112(3]4]10 n

) hoogte van die toring (h) | 2 | 3 |4 | 5|11 | n+1

b) Lineér

toringnommer (n) | 1 |2 | 3 | 4
aantal kubusse (¢) | 3| 6 | 10 | 15

d) Kwadraties

e)
T, =an®>+bn+c
Tweede verskil: 2a = 1
1
.a= =
2
3a+b=3
b=3-3(2)
3
- h==
. >
a+b+c=3
c=3—a—2>b
1 3
—5_—_ 2
2 2
se=1
1 3
.'.Tn:§n2+§n+1
f)

1 3
Tn:§n2+§n+1

1 3

ST ==(21)2 4+ 2(21) + 1
21 2( )+2( )+

_441+63 2
2 2 2
= 253
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1 3
Tn=-n?+-n+1

2 2
1 3
496:§n2+§n+1
1 3
0=-n’4+-n—4
2n +2n 95
=n?+ 3n — 990

= (n — 30)(n + 33)
n=300fn=—33

s.on =30

Enh=n+1
=30+1
=31 cm

16. 'n Kwadratiese ry het 'n tweede term van 1, 'n derde term van —6 en 'n vierde
term van —14.

a) Bepaal die tweede verskil vir hierdie ry.

b) Bepaal nou die eerste term van die patroon.

Oplossing:
a)
T3 — Ty =—6—(1)
=7
Ty—Ts = —14 — (—6)
S
.. Tweede verskil = —1
b)
T'=1+6
=

17. Daar is 15 skole wat kompeteer in die O16 dogtershokkiekampioenskap en elke
span moet twee wedstryde speel: een tuiswedstryd en een wegwedstryd.

a) Gebruik die gegewe inligting om die tabel te voltooi:

aantal skole | aantal wedstryde
1 0

U = WD

b) Bereken die tweede verskil.
c) Bepaal die algemene term vir die ry.

d) Hoeveel wedstryde sal gespeel word indien daar 15 skole in die kampioen-
skap speel?
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e) Indien 600 wedstryde gespeel moet word, hoeveel skole kompeteer in die
kampioenskap?

Oplossing:
a)
aantal skole | aantal wedstryde
1 0
2 2
3 6
4 12
5 20
b)
T —T7=2-0
=2
T3 —1T5=6—2
T, —135=12—-6
Ts — Ty = 20— 12
=38
.. Tweede verskil = 2
)
T, = an® +bn +c
Tweede verskil: 2a = 2
sa=1
3a+b=2
b=2—3(1)
Sb=-1
a+b+c=0
.c=—a—>
=—-1-—(-1)
s.c=0
R n®—n
d)

Ti5 = (15)% — 15
— 225 = 1i5
=210
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Tn:nz—n

600 = n? —n
0=n?—n—0600
= (n — 25)(n + 24)
n=250fn=—-24
con =25

18. Die eerste term van 'n kwadratiese ry is 4, die derde term is 34 en die gemeen-
skaplike tweede verskil is 10. Bepaal die eerste ses terme in die ry.

Oplossing:

Laat Th = =
S —-Th=x—-4
EnTs —1T5 =34 —<z
Tweede verskil = (T3 — Ty) — (To — T1)
=34—2z)— (z—4)

.10 =38 — 2z
20 = 28
Sx=14

4;14; 34;64;104; 154

19. Uitdaging:

Gegewe dat die algemene term vir 'n kwadratiese ry T}, = an? + bn + c is, laat
d die eerste verskil en D die gemeenskaplike tweede verskil wees.

D
a) Wysdata = 5

b) Wysdatb=d — gD.

c) Wysdatc=T; —d+ D.

D
d) Gevolglik, wys dat T}, = 5112 4 (d — ;D) n+ (171 —d+ D).

Oplossing:
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T, = an®+bn +c
T =a(1)? +b(1) +¢

=a+b+c

Ty =a(2)? +b(2) +c¢
=4da+2b+c

T3 =a(3)? +b(3) +c¢
=9a+6b+c

Eerste verskil d = T, — T}
Sd=4a+2b+c)—(a+b+c)
=3a+b
Sb=d—3a
Tweede verskil D = (T5 — Ty) — (T, — T1)
..D=(5a+b)— (3a+b)

= 2a
D
.a=—
2
b)
a—Q
2
b=d—3a
D
=a-s(2)
—d-3p
2
)
Ti=a+b+c
c=T1—a—>b
D 3
=7i-(3) - (4-37)
D 3
Y °D
=5 d-l-2
=Ty —d+ D
d)

T, = an’® +bn+c

D
.'.Tn=5n2+ (d—gD)n—F(Tl—d-i-D)
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HOOFSTUK

Analitiese meetkunde

Hersiening
Vergelyking van 'n lyn

Inklinasie van ’n lyn

Ewewydige lyne

Loodregte lyne

Opsomming




4  Analitiese meetkunde

e Integreer kennis van Euklidiese Meetkunde met Analitiese Meetkunde.
e Beklemtoon die waarde en belangrikheid daarvan om sketse te maak.

e Beklemtoon die belangrikheid daarvan om die kodrdinate vir die afstandsfor-
mule en vir gradiént konsekwent (in ooreenstemmende volgorde) te skryf.

e Bespreek en verduidelik:

— dat ewewydige lyne gelyke gradiénte en gelyke inklinasiehoeke het.
— dat die produk van die gradiénte van loodregte lyne gelyk is aan —1.
— dat die gradiént van ‘n horisontale lyn gelyk is aan zero.

— dat die gradiént van ‘n vertikale lyn ongedefinieérd is.

e Hersien die eienskappe van die verskillende vierhoeke aangesien hierdie kennis
benodig word in baie van die oefeninge.

e Verduidelik dat die inklinasiehoek nooit groter as 180° is nie.

4.1 Hersiening

Oefening 4 — 1: Hersiening

1. Bepaal die lengte van die lynsegment tussen die volgende punte:

a) P(—3;5)en Q(—1;-5)

b) R(0,75;3) en S(0,75; —4)

o T(2z;y—2)en U3z + 1;y — 2)
Oplossing:

a)

PQ = \/(332 —21)’ + (2 — 1)
= \/(—1 +3)2 + (-5 - 5)?
=/ (2)* + (-10)?
= /41100

=104
= 21/26 eenhede
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w2 —21)" + (2 —1)°

CQ
QQ

(
(0,75 — 0,75)% + (—4 — 3)?

(0)*

\I«‘
(BTN
o ol o
\/
A
\_/
o

nhede

3z+1—22)2+(y—2—y+2)>?

=/(z + 1)+ (0)?

(z+ 1)2
=z + 1 eenhede

TU = \/(1‘2 - 361 (y2 — yl)2
= /(

2. Gegewe Q(4;1),T(p;3) en lengte QT = /8 eenhede, bepaal die waarde van p.

Oplossing:

QT = \/(ws — 1) + (v — 1)*
\/Ez\/(p—4)2+(3—1)2
(VB) = 097 + (2
8=p*—8p+16+4
0=p>—8p+16+4—38

=p2—8p+12

=p-6 (-2
Sp=6ofp=2

3. Bepaal die gradiént van die lyn AB as:

a) A(—5;3)en B(—T7;4)
b) A(3;—2)en B(1;—-8)

Oplossing:

a)
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4. Bewys datdie lyn PQ, met P(0;3) en Q(5;5), parallel is aan die lyn 5y+5 = 2.

Oplossing:

oy + 5 =2z
oY = 2x — 5

[\S)

y=—-x—1

o] Do Ot

5. Gegewe die punte A(—1;—1), B(2;5), C(—1;—3) en D(z;—4) en AB L CD,
bepaal die waarde van .

Oplossing:
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Tr9 — I1
_5+1
241
6
3
=9
Y2 — 1
mcp =
To — X1
5
r+1
_3
_ 2
z+1
. 3
2@ +1)
enas AB L CD
dan mag X mep = —1
3
- x2=-1
2(x +1)
3 p—
r+1
3=x+1
=2

6. Bereken die koordinate van die middelpunt P(z;y) van die lynsegment tussen
die punte:
a) M(3;5)en N(—1;—1)
b) A(—3;—4) en B(2;3)

Oplossing:
a)
[Ttz Y1ty

_/B=1 §=1
272
_ (2.4
S \272
= (1;2)

b)

1+ 22 Y1+ Y2
M@w%=< SRR )

_ (—3+2 —4+3
-(F %)
J— _1._1
-(77)

7. Die lyn wat A(—2;4) en B(z;y) verbind, het die middelpunt C'(1;3). Bepaal
die waardes van z en y.
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Oplossing:

1+ 22 Y1 +Y2
M(x;y)=( I )
—2 4
0(1;3)=( ”;ﬂ)
2 2
"1:—2+w
2
2=-2+4+=zx
A=z
4+y
3= ——
en 5
6=4+y
S 2=y

8. Gegewe die vierhoek ABCD met hoekpunte A(0;3), B(4;3), C(5;—1) en
D(1;-1).
a) Bepaal die vergelyking van lyn AD en van lyn BC.
b) Toon aan dat AD || BC.
c) Bereken die lengtes van AD en BC.
d) Bepaal die vergelyking van die diagonaal BD.
e) Watter soort vierhoek is ABC' D?

Oplossing:

a) D(15-1) C(5:-1)
Y2 — U
MmADp = —— —
Tr9 — X1
_—1-3
- 1-0
4
1
=—4
Yy=mx+c
y=—4zx+c
Substitueer (0;3) 3= —4(0) +¢
c=3
y=—4xr + 3
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Y2 — Y1

mpc = P
—1-—3
T 54
—4
1
=—4
Yy =mx+c
y=—-4dx+c
Substitueer (4;3) 3= —4(4) +c¢
c=19
y = —4x + 19
b)
map = —4
mpc = —4
. MAD = MBC
- AD || BC
9

AD = /(@2 — &) + (32 — )’
= \/(1—0)2+(—1—3)2

=4/1+4 (—4)

= V17 eenhede

BC = \/(1‘2 —21)* + (2 — 1)
= \/(5—4)2+(—1—3)2

= /14 (—-4)?

= /17 eenhede
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Y2 — Y1
MBD =
9 — X1
_ —1-3
1-4
_—4
- =
4
3
Yy =mzx + ¢
1 4
= 1 (@
=3
4
Substitueer (4;3) 3 = 5(4) +c
16
—3_
3
7
o= —~
3
4 7
et
Y=g g

e) Parallelogram (teenoorstaande sye gelyk en ewewydig)

9. MPQ@N is 'n parallelogram met punte M (—5;3), P(—1;5) en Q(4;5). Teken 'n
skets en bepaal die koordinate van N (z;y).

Oplossing:

-5 -4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5

MPQN is 'n parallelogram, dus PQQ = M N en PQ || MN:

mpg = Y2 — Y1
Tro — I1
_5-5
T 4+1
Somyn =0
Sy=3

PQ = \/(372 —21)’ + (2 —)”
::¢@+1P+6—5F

=/ (5)”
=95
Dusx=-5+5
x=0
N(z;y) = (0;3)

158 4.1. Hersiening




10. PQRS is 'n vierhoek met punte P(—3;1), Q(1;3), R(6;1) en S(2;—1) in die
Cartesiese vlak.

a) Bepaal die lengtes van PQ en SR.

b) Bepaal die middelpunt van PR.

c) Toon aan dat PQ || SR.

d) Bepaal die vergelykings van lyn PS en van lyn SR.
e) Is PS 1 SR? Verduidelik jou antwoord.

f) Watter soort vierhoek is PQRS?

Oplossing:

PQ=V@&—MV+@&—MV
= \/(1+3)2+(3—1)2
= (4)?+(2)?
=16 +4
=20
SR =/(z2 —21)” + (2 — 1)’

b) Laat die middelpunt van PR M (x;y) wees.

1 +2x2 Y1+ Y2
Aﬂww=< 5 4oy )

~3+6 1+1
2 2

&)
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m _Y¥2 U
PQ X9 — I
~3-1
NS
2
4
1
2
Y2 — Y1
mspr =
Tro — I1
—1-1
- 2-6
=2
- —4
1
2
DUSme:mSR
- PQ| SR
d)

Y2 — 1

mps =

Tr9 — X1
_—1-1
ES
=2
5
Yy=mzx+c

2 F
=——x+c
¥=7%

2

Substitueer (—3;1) 1= —5(—3) 4@

6
1=-

5T ¢
1

—— =C
)

2 1
= ——r — —
Y=T5 5

1

mSR:§
Yy=mzx+c

! 4=
=—-x+c
¥=3

1

Substitueer (6;1) 1= 5(6) +c
1=3+c
—2=c

1

y:§m—2

e) Nee; mpg X mgr # —1.
f) Parallelogram
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4.2  Vergelyking van 'n lyn

Die twee-punt vorm van die reguitlynvergelyking

Oefening 4 — 2: Die twee-punt vorm van die reguitlynvergelyking

Bepaal die vergelyking van die reguitlyn deur die punte:

1. (3;7) en (—6;1)

Oplossing:

y—17 1-7
r—3 —6-3
y—-7_—6
r—3 -9
y—7_2
r—3 3
2
Y- 25(35—3)
2
y:§x—2+7
2
y=§x+5

2. (1,-en (-0

Oplossing:

y+4 _ —it+4
z—1 %—
11
yta _ 1
r—1 -1
11
Z/+z__3
r—1
11
y+Z=—3(:1:—1)
11
= 3 3_ =
Y X + 1
= -3 —i—l

3. (=2;1) en (3;6)

Oplossing:
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y—1 6-1
r+2 3+2
y—1 5
t+2 5
y—1l=x+2
y=x+3

4. (2;3) en (3;5)

Oplossing:

Yy—% _y2—Wn
r — X Tro9 — T

y—3 5-—3
z—2 3-2
-3
3_2:2
y—3=2(z—2)
y=2xr—4+3
Sy=2r—-1

5. (1;—5) en (=7; —5)

Oplossing:

Y=y  Y2—un
r — X1 ro — I

y+5 —5+5
T
y+5
Z_~_0
r—1
y+5=0

Sy =-—5

6. (—4;0) en (1;12)

Oplossing:

Yy—y1  Y2—Un
r — I Tr9 — X1

y—0 2-0
xr+4 1+4
y _ %
r+4 5
y__ 15
z+4 2
3 (2 +4)
=
Yy=1
3
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7. (s;t) en (t;s)

Oplossing:

Yy—yr Y2—1U
r — I Tr9 — X1

T — S t—s
y—t —(t—s)

Tr—S t—s
—1

Y -

T — S8

y—t=—(z—5s)
y=-—xr+s+t

8. (—2;-8)en (1;7)

Oplossing:

Y= _Y2—u
r — I Tr9 — I1

y+8 T7T+8
t+2 1+2
y+8 15
x—|—2__
y+8
z+2

y+8=>5(x+2)
y+8=>5x+ 10
Yy =05x+2

9. (2p; q) en (0; —q)

Oplossing:

Yy—U Y2 — 41
Tr — I To — X1
y—4q —q9—4q
xr—2p 0-—2p

y—a _ —2q
rT—2p —2p
y—qa _4g
rT—2p p
y—q="2(z—2p)
P
q
y—q=-x—-24
P
_q
y=—-x—q
P
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Die gradiént—punt vorm van die reguitlynvergelyking

Oefening 4 — 3: Gradiént—punt vorm van die reguitlynvergelyking

Bepaal die vergelyking van die reguitlyn:

[\

1. gaan deur die punt (—1; %) en met m = 2.

Oplossing:

- —_== 1
3 3(+)
_lo_2 2
3 3 3
_2,,2. 10
¥y=3%T373
2
y:§x—|—4

2. metm = —1 en gaan deur die punt (—2;0).

Oplossing:

y—y1=m(z— 1)
y—0=—(z+2)
SYy=-z-—2

3. gaan deur die punt (3; —1) en met m = —

ol

Oplossing:

4. parallel aan die z-as en gaan deur die punt (0; 11).

Oplossing:

y—y1=m(z— 1)
y—11=0(x —0)
Sy=11

5. gaan deur die punt (1;5) en met m = —2.
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Oplossing:

y—y1 =m(z — 1)
y—5=-2(z—-1)
y—5o=-2x+2

SYy=—2x+7
6. loodreg op die x-as en gaan deur die punt (—%; 0).
Oplossing: z = —32
7. met m = —0,8 en gaan deur die punt (10; —7).

Oplossing:

4
= —— 1
Y 5:U+

8. met ongedefiniéerde gradiént en gaan deur die punt (4;0).
Oplossing: © = 4
9. met m = 3a en gaan deur die punt (—2; —6a + b).

Oplossing:

y—y1=m(z— 1)

y — (—6a +b) = 3a(z + 2)
Yy + 6a — b= 3ax + 6a
Sy=3ax+0b

Die gradiént—afsnit vorm van die reguitlynvergelyking

Oefening 4 — 4: Die gradiént—afsnit vorm van die reguitlynvergelyking
Bepaal die vergelyking van die reguitlyn:

1. gaan deur die punt (1;4) en metm = 2.

Oplossing:
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Yy =mx—+c

y=2x+c
:2(1>+c
2
4=1+c
S.c=3
Sy=2x+3

2. gaan deur die punte (3;—2) en (2;4).

Oplossing:

Yy =mx +c

—2=m <1> A €
2
Vermenigvuldigmet2: —4=m+2c...(1)
4=2m+c

Vermenigvuldigmet2: 8 =4m+ 2c...(2)
(2)—(1): 8+4=4m—m

12 =3m
SAd=m
se=4-2(4)
=—4
cy=4r -4

3. gaan deur die punte (2; —3) en (—1;0).

Oplossing:

Yy =mx+c
—3=2m+c...(1)
0=-m+c...(2)

(1)—(2): —-3=2m+m
-3 =3m
0 3 =
se=-—1
SLy=-z-—1

4. gaan deur die punt (2; — %) en metm = —

~Jlw

Oplossing:
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y:—?aﬂ—c
6 3
2 —_Z(9
7= 7@ Fe
b8
—_ —_ = C
T T
c=0
3
=——x
y=77
5. wat die y-as by y = —% sny en metm = 1.
Oplossing:
Yy =mx—+c
1
=mz— -
Y 5
1 1
SLY=-T— =
V=375
6.
Y
(2;2)
X
0
(—1;—4)
Oplossing:
Y =mx+c
2=2m+c...(1)
—4=-—m+c...(2)
1)—(2) 2+4=2m+m
6 =3m
Somo=2
se=—4+42
= -2
SYy=2cr—2
7.

Hoofstuk 4. Analitiese meetkunde




7
0
_3
2
Oplossing: y = —3
8.
"
4
7
0
(=2;-2)
Oplossing:
c=4
Yy=mzx+c
y=mx+4
Substitueer (—2;—2) —2=-2m+4
—2m = —6
m =3
Sy=3z+4
9.
Y
(—2;10)
%
0
Oplossing:
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c=0

Yy=mzx +c
y=mz+0
Substitueer (—2;10) 10 = —2m
—2m =10
.m= —5
Y= —5T

4.3 Inklinasie van 'n lyn

Oefening 4 — 5: Inklinasiehoek

1. Bepaal die gradiént (korrek tot 1 desimale plek) vir elk van die volgende reguit-
lyne, gegewe dat die inklinasiehoek gelyk is aan:

a) 60° f) 45°
b) 1350 g) 1400
c) 0°
d) 54° h) 180
e) 90° i) 75°
Oplossing:
a)
m = tand
= tan 60°
Som =17
b)
m = tand
= tan 135°
Som=—1
)
m = tan 6
= tan0°
m=0
d)
m = tand
= tan 54°
m=14
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m = tan6
= tan 90°
.. m is ongedefiniéerd

f)
m = tan 6
= tan 45°
S.m =
g)
m = tan @
= tan 140°
oom=—0,8
h)
m = tan @
= tan 180°
Som=0
i)
m = tan 6
= tan 75°
Som o= 3,7

2. Bepaal die inklinasiehoek (korrek tot 1 desimale plek) vir elkeen van die vol-
gende:

a) 'nlyn metm = 2

b) 2y —x =6

c) die lyn gaan deur die punte (—4; —1) en (2;5)
d y=4

e) r=3y+ %

f) © = —0,25

g) die lyn gaan deur die punte (2;5) en (%; 1)

h) 'n lyn met 'n gradiént gelyk aan 0,577

Oplossing:
a)
tanf = m
_ 9
4
6 = tan* (0,75)
.0 =36,8°
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20 —x =6
2=x+46
1
y:§x+3
tanf = m
_1
2
6 = tan"' (0,5)
-0 = 26,6°
¢
_Y¥y2—-un
Tr9 — 1
_5+1
244
_6
6
Som=1
tanf =1
6 = tan~! (1)
0 = 45°
d) Horisontale lyn
e)
— 3y +
z=3y+3
1
_ = g
T =3 Yy
1 1
S = =
3* 6 Y
1
o e
3

.0 =18,4°
f) Vertikale lyn
g
_Y¥2-un
T9 — X1
_1-5
=2
Z_7
—4
-1z
3
m =3
6 = tan"* (3)
S.0="T1,6°
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m = 0,577
6 = tan—' (0,577)
.0=30°

Oefening 4 — 6: Inklinasie van ’n reguitlyn

1. Bepaal die inklinasiehoek vir elkeen van die volgende:

a) 'nlyn metm = %

b) z4+y+1=0

c) 'n lyn met m = 5,69

d) die lyn wat deur (1;1) en (—2;7) gaan

e) 3—2y=9%

f) die lyn wat deur (—1; —6) en (—1; —3}) gaan
g) 5= 10y — 15z

h)
)
(2;3)
X
0
/ _1
i)
)
]2
qL
0 (6;0) ™~
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Oplossing:

a)

r+y+1=0
y=-z—1
m = —1
0 =tan~! (—1)
= —45°
.0 =180° — 45°
o0 =135°

m = 5,69
6 = tan~! (5,69)
.0 =80°

Y2 — Y1
T2 — I

_3
Somo= =2
0 = tan"' (—2)
= —63,4°
0 =180° — 63,4°
.0 =80°
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3—2y =9
3—9x =2y
3_9._
9 otV
9
.. - 2
9
f=tan" ! —=
an (2)
= -T775°
;.0 =180° — 77.5°
o0 =102,5°
f)
Y2 — Y1
m==—
To — X1
-4 +6
1
-5 +1
1
_2
1
2
m=1
0 =tan~' (1)
.0 =45°
g
5 =10y — 15x
5+ 15z = 10y
I
g TtV
3
. . _2
3
0=tan"' (=
an (2)
.0 =563
h)
Y2 — Y1
m =
T — X1
341
20
_4
2
m =2
§ = tan~! (2)
.0 =63,4°
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m
Tro9 — 1
2-0
S 0-6
2
-6
m__1
T3
1
f=tan"! ([ —=
an ( 3)
o0 =—-184°
-0 =180° — 18,4°
.0 =161,6°

j) Gradiént ongedefiniéerd

2. Bepaal die skerphoek tussen die lyn wat deur die punte A(—2; %) en B(0;1)
gaan en die lyn wat deur punte C'(1;0) en D(—2;6) gaan.
Oplossing:

Laat die inklinasiehoek vir lyn AB 3 wees en laat die inklinasiehoek vir lyn C D
a wees. Laat die hoek tussen die twee lyne 6 wees.

Y2 — Y1
map =
X9 — I
1
042
4
_5
2
4
.m = —
10
2
5

=
Il
+
&
5
o
—
SIS
NG~

B =21,8°
Y2 — Y1
mep =
Tro — I1
_6-0
- ==
6
i
Som=—2
o =tan"! (-2)
cooa=—63,4°
oo =180° — 63,4°
o= 116,6°

enf =3+ (180° —«a) (buite Zvan A)
.0 =218+ (180° — 116,6°)
= 85,2°
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3. Bepaal die hoek tussen die lyn y + x =3 endielynz =y + %

Oplossing:

Laat die inklinasiehoek vir die lyn y + = = 3 « wees en laat die inklinasiehoek
virdie lyn z =y + % (3 wees. Laat die hoek tussen die twee lyne 6 wees.

y=—-x+3
Som=—1
a=tan"!(-1)
coo= —45°
coa=180° — 45°
coa=135°
1
r=y-+ 2
1
T35 =Yy
som=1
B =tan"! (1)
cB=45°

en =3+ (180° —«a) (buite Zvan A)
o6 =45+ (180° — 135°)

=90°
4. Vind die hoek tussen die lyn y = 2z en die lyn wat deur die punte (—1; %) en
(0;2) gaan.
Oplossing:

Laat die inklinasiehoek vir die lyn y = 22 3 wees en laat die inklinasiehoek vir
die ander lyn oz wees. Laat die hoek tussen die twee lyne 6 wees.

Yy =2x
Som=2
B =tan"!(2)
8 = 63,4°
Y2 — Y1
m =
T2 — X1
7
0+1
_1
—_3
1
1
m=—=
3
cLoa=—184°
.o =180° — 18,4°
oo = 161,6°

enf =+ (180° —a) (buite Zvan A)
.0 =63,4° + (180° — 161,6°)
= 81,8°
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4.4 Ewewydige lyne

Oefening 4 — 7: Ewewydige lyne

1. Bepaal of die volgende twee lyne ewewydig is of nie:

a y+2xr=1len 2x+3 =y

)

b) £+z+5=0en2y+6zx=1
)
)

e <

) y =2z — 7 en die lyn watdeur (1;—2) en (3; —1) gaan

d
e) Die lyn wat deur punte (—2; —1) en (—4; —3) gaanen die lyn —y+xz—4 =0

y+l=xzenz+y=3

f) y — 1 = 22 en die lyn wat deur punte (—2;4) en (1;5) gaan

Oplossing:
a)
y+2r=1
y=—-2z+1
.y -2
—2z+3=y
LMo = —2
mi1 = mo
.. Ewewydige lyne.
b)
Y
= 5=0
3 I @
% =—x—5
y=—3x — 15
C.my = -3
2y +6x =1
2y = —6x +1
1
= 3z 4 -
Y T + 3
mo = -3
C.mp = mo

.. Ewewydige lyne.
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.. Ewewydige lyne.

d)

y+1l==zx
y=x—1
Somyp =
z+y=3
y=-—-x+3
C.Mmg = —

C.my 75 mo

.. Nie-ewewydige lyne.

—y+z—-4=0
y=z—4
omp =1
Y=
T2 — I
—3+1
—4 42
—2
-2

.My =

S.mp = my

.. Ewewydige lyne.
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1 1
— = —X
o 3
1
= — 1
y 3ﬂf+
1
'.m]_—g
Y2 — Y1
mo =
T2 — I
_5-4
142
1
3
m1 = My

.. Ewewydige lyne.

2. Bepaal die vergelyking van die reguitlyn wat deur die punt (1; —5) gaan en ewe-
wydig is aan die lyn y + 2z — 1 = 0.

Oplossing:

y+2x—-—1=0
y=—-2x+1
Som= =2

y—y1=m(z— 1)
y+5=-2(zx-1)
y=-—-2x+2-95
Sl = =2 = 3

3. Bepaal die vergelyking van die reguitlyn wat deur die punt (—2; —6) gaan en
ewewydig is aan die lyn 2y + 1 = 6.

Oplossing:

2y +1 =6z
2y =62 — 1
1
y:31’—§
Som=3

y—y1 =m(z — 1)
y+6=3(zx+2)
y=3z+6—-06
Sy =3

4. Bepaal die vergelyking van die reguitlyn wat deur die punt (—2; —2) gaan en
ewewydig is aan die lyn met 'n inklinasiehoek van 6§ = 56,31°.

Oplossing:

Hoofstuk 4. Analitiese meetkunde 179




6 = 56,31°

c.m = tan6
= tan 56,31°
Som=15

y—ylzm(l‘—wl)

3

3
y:§x+3—2
3
.'.y=§m+1

5. Bepaal die vergelyking van die reguitlyn wat deur die punt (—2; %) gaan en ewe-
wydig is aan die lyn met 'n inklinasiehoek van 6 = 145°.

Oplossing:

0 = 145°
c.m =tan0
= tan 145°
s.om = —0,7
y—y1=m(x — x1)
2 7
_ s _ _° )
y-5="10@t2
_ 1. 7.2
Y="1" 7575
7
=—‘z
Y= 10"

4.5 Loodregte lyne

Oefening 4 — 8: Loodregte lyne

1. Bepaal of die volgende twee lyne loodreg op mekaar is of nie.

dy—l=4zendy+z+2=0

b) 10x =5y —1lenby—x—10=0

o) z =y — 5endie lyn watdeur (—1;2) en (3; —1}) gaan
dy=2enz=1

e f=zen3y+z=9

f) 1 — 2z =y en die lyn wat deur (2; —1) en (—1;5) gaan
g y=x+2en2y+1=2x
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Oplossing:

a)
y—1=4x
y=4z+1
Somp =4
dy+x+2=0
dy— —a — 2
1 1
= ——1 — —
y=74" 73
1
mo = ——
o 2 4
X 1><4
mi mo = 1
=—1
.. Loodregte lyne.
b)
10z =5y — 1
10z + 1 = 5y
1
2 + = =
m—|—5 Y
Somy =2
oy —x —10=20
oy = —x + 10
= +2
=——x
Y=75
1
.My = ——
75
1
S.Mmp X mg = —— X 2
#—1
.. Nie-loodregte lyne.
)
T=Y—9
z+5=y
.mp =1
_Y2—Wn
g =22 91
X9 — I
_1 5
_ "4 "1
3+1
4
4
.mg = —1
Somy X mo=-—-1x1
=1

.. Loodregte lyne.
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d) Loodreg: horisontale en vertikale lyne.

e)
y_,
3
y =3z
S.my =
3y + o=
Jy=-x+9
! +3
=——zx
Y=73
1
.My = ——=
773
X 1><3
mp X mg = ——
Somg 2 3
=-1
.. Loodregte lyne.
f)
1-2z=y
ml——2
Y2 — Y1
mo =
Tro — T
5 +1
T -1-2
_ &
- -3
MQ——Q
S.mp X mg = —2 X —2
#* —1
.. Nie-loodregte lyne.
g)
y=x+2
omp =1
20+ 1 =2z
20 =2x — 1
1
=7 = =
Y 2
C.meg =1

.'.m1Xm2=1X1
# -1
.. Nie-loodregte lyne.

2. Bepaal die vergelyking van die reguitlyn wat deur die punt (—2; —4) gaan en
loodreg op die lyn y + 2z =1 is.

Oplossing:

182 4.5. Loodregte lyne




y=—2z+1

amp = —2
Vir _L2m1Xm2:—1
—2Xmg=-—1
1
'.m2—§
Yy=mzx+c
y=gTte
1
Substitueer (—2;—4): —4= 5(—2) +ec
—4=—-1+c
c=—-3
1
= 77—
y=37

3. Bepaal die vergelyking van die reguitlyn wat deur die punt (2; —7) gaan en lood-
reg op die lyn 5y — z =0 is.

Oplossing:

oy —x =0

oYy =

1

= -z

Y=5

1

.m]_—g

Vir J_:mlxmgz—l

1

- X = -1
57 M2

C.mo = —H

y=mx+c

Yy=—dxr+c
Substitueer (2;7): —7=—-5(2)+c¢
—7=—-10+c
s.c=3
Yy =-—-5x+3

4. Bepaal die vergelyking van die reguitlyn wat deur die punt (3; —1) gaan en lood-
reg is op die lyn met 'n inklinasiehoek van 6 = 135°.

Oplossing:
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0 = 135°

C.m = tan6
= tan 135°
Som=-—1

Yy=mx +c

y=-x+c
Substitueer (3;-1): —-1=—(3)+c¢
Sc=2
SYy=-xc+2

5. Bepaal die vergelyking van die reguitlyn wat deur die punt (—2; %) gaan en lood-
reg is op die lyn y = 3.

Oplossing:

B = =2

4.6 Opsomming

Oefening 4 — 9: Einde van die hoofstuk oefeninge

1. Bepaal die vergelyking van die lyn:

a) deur die punte (—1;3) en (1;4)

b) deur die punte (7; —3) en (0;4)

) ewewydig aan y = 1z + 3 en wat deur (—2; 3) gaan

d) loodreg op y = —%:c + 3 en wat deur (—1;2) gaan

e) loodreg op 3y + = = 6 en wat deur die oorsprong gaan

Oplossing:
a)
_Y¥2"un
T2 — I
_4-3
S 1+1
1
.m= -
2
Yy =max +c
y—2w c
1
Substitueer (1;4) : 4 = 5(1) +c
1
=3
2
1 Jr7
= —I —
45505
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LLYy=-—x+c
Substitueer (0;4) : 4= -1(0)+¢
c=4
y=—-x=+4
o)
1
o = =
2
Yy =mx—+c
ot
=—-x+c
=3
. 1
Substitueer (—2;3): 3= 5(—2) +c
c=4
1
y:§x+4
d)
Somo=
Yy =mx +c
Ly=2zx+c
Substitueer (—1;2): 2=2(—-1)+c¢
se=4
Sy=2x+4
e)
y+z =6
. + 2
= ==
V=73
Som=3

Yy =mzx+c

Ly=3x+c
Substitueer (0;0):  0=3(0) + ¢

s.e=0

Sy =3z

2. Bepaal die inklinasiehoeke van die volgende lyne:

a) y=2zxr—3
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b)yz%x—?
C) 4y =3z +38
d) y=—322+3
e 3yt+xr—3=
Oplossing:
a)
Som o=
tanf = m
tanf = 2
.0 =tan 2
0 = 63,4°
b)
m_l
3
tanf = m
1
tanf = —
an 3
1
f=tan' |
an (3)
0 =18,4°
)
4y = 3x + 8
yz%w+2
_3
m=y
tanf = m
tanf = —
3
=tan ' (=
an (4)
0 = 36,9°
d)
.‘.m:—g
tanf = m
2
tanf = ——
an 2

2
‘ ezt -1 —
. an < 3)

6 = —33° + 180°
-0 =146,3°
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y+x—-3=0
y——l-l-l
3
) 1
..m:—g
tanf = m
tan@z—g

1
. —-1( 1L
.0 = tan ( 3)

0 = —18,4° + 180°
-0 =161,6°

3. P(2;3), Q(—4;0) en R(5;—3) is die hoekpunte van APQR in die Cartesiese
vlak. PR sny die z-as by S. Bepaal die volgende:

a) die vergelyking van die lyn PR

c) die inklinasiehoek van PR (korrek tot twee desimale plekke)

)
b) die koordinate van punt S
)
d) die gradiént van lyn PQ

e) QPR

f) die vergelyking van die lyn loodreg op PQ en wat deur die oorsprong gaan
g) die middelpunt M van QR

h) die vergelyking van die lyn ewewydig aan PR en wat deur punt M gaan

Oplossing:
a)
Y2 — N
m =
Tro9 — T
_ —3-3
- 5-2
_ =9
3
.m=—
Yy=mx+c
Sy=—-2zr+c
Substitueer (2;3) : 3= -2(2) +¢
=1
y=—2x+4+7
b)
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Som=—2
tanf = m
tanf = —2
o0 =tan"!(-2)
6 = —63,4° + 180°
5.0 =116,6°
d)
_Y2-n
T2 — T
3—-0
T 244
3
"6
1
M= 5
e) QPR = 90°
f)
1
me—§
mJ_:—Q
y=—2x+c
c=10
= =25
g
L1 =T +
M(a:;y):( 12 2;y12y2)
—44+5 0-3
:( 2 ;T>
1 3
(59
h)

Yy=—-2x+c

1 3 3 1

Substit —5—=]: —==-21=

ubstitueer (2, 2) 5 (2>+c

1
c= ——
2

1

) —

Y €z B

4. Punte A(—3;5), B(—7;—4) en C(2;0) is gegee.

a) Stip die punte op die Cartesiese vlak.
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b) Bepaal die koordinate van D as ABC' D 'n parallelogram is.

c) Bewys dat ABC'D 'n rombus is.

Oplossing:
a) E(—;—i) !
b)
—4-0
m =
BC = o5
4
9
4
S.mAp = —
AD =
-, vanaf A(—3;5) : 9 eenhede na regs en 4 eenhede opwaarts
0

/r —
\]
|
T
w
S~—
N—
Do
e
—
|
W
|
(@]
N~—
Do

(w2 —21)? + (2 — y1)?
(—3—-6)2+ (5—9)2
— I
= V8L +16
=97
S AB=AD
.. parallelogram ABCD is 'n rombus (aangr. sye gelyk )

P
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Beskou die skets hierbo, met die volgende lyne wat aangetoon word:

y=—-x—3
y=3
y=32+;3

a) Bepaal die koordinate van die punt N.

b) Bepaal die koordinate van die punt P.

c) Bepaal die vergelyking van die vertikale lynstuk M N.
d) Bepaal die lengte van die vertikale lyn M N.

e) Bepaal die grootte van M N P.

f) Bepaal die vergelyking van die lyn ewewydig aan N P en wat deur die punt

M gaan.
Oplossing:
a)
5 1
1
Z —_3_ =
T+ 5
oo T
27 2
r=—1
=—(-1)-3
—2
N (-1;-2)
b)
5,1
¥=3%T3
) 1
y=50)+3
P (8;3)
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d)
MN=2+3
= 5 eenhede
e)
Laat MPN =6
—5:1:+1
Yy=3%T5
tanf = m
5
tanf = =
an B
.0 =682°
In AMNP MNP =180° — 90° — 68,2°
MNP =218°
f)
-
2
Yy=mx+c
—§a:+c
Y73
Substitueer M (—1;3): 3= g(—l) +c
5
=34 —
c +2
1
2
5 +11
..y—2:1: >

6. Die volgende punte is gegee: A(—2;3), B(2;4), C(3;0).

a) Stip die punte op die Cartesiese vlak.

b) Bewys dat AABC' 'n reghoekige gelykbenige driehoek is.

)

)
c) Bepaal die vergelyking van lyn AB.
d) Bepaal die koordinate van D as ABC'D 'n vierkant is.
)

e) Bepaal die koordinate van F, die middelpunt van BC.

Oplossing:

A23)__---7 -
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=V16+1
=17
..BC =AB
. ANABC is gelykbenig
AC = /(x2 — 1) + (y2 — 41)?
= /(3+2)2+ (0 - 3)?
= V57 + (=37
— VB9
— V3
en BC? + AB> =17+ 17
=34
= AC?
. ANABC is reghoekig

)
Y2 — Y1
m =
o — I1
_4-3
242
1
4
Yy=mx+c
—1x+c
¥=1
1
Substitueer M (—2;3): 3= Z(—2) +c
LT
2
: —1x+z
Y=Yt
d) D(-1;-1)
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1+ 22 Y1+ Y2
E(w;y)Z( R )

(243 440
- 2 7 2

7. Gegewe punte S(2;5), T(—3;—4) en V(4; —2).

a) Bepaal die vergelyking van die lyn ST.
b) Bepaal die grootte van T'SV.

Oplossing:
a)
Y2 — Y1
m=—-
Tro — I
_ —4-5
- -3-2
_ =Y
- -6
_ &
2
Yy=mx+c
= §a:+c
Y73
Substitueer M (2;5): 5= 3(2) +c
-
Y= gx—i—Q
b)
m —§
ST = 5
3
tanfg = =
an f3 5
3
—tan~ 1 (2
£ = tan (2>
=49,6°
S 542
V=574
_ 7
)
7
tanf = ——
an D)
7
e —tan—1(_1
.60 =tan ( 2)
= —74,1° + 180°
= 105,9°
- TSV =105,9° — 56,3°
= 49,6°
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8. Beskou die driechoek FGH met hoekpunte F'(—1;3), G(2;1) en H(4;4).

a) Skets AFGH op die Cartesiese vlak.

b) Wys dat AFGH 'n gelykbenige driehoek is.

c) Bepaal die vergelyking van die lyn PQ, loodregte halveerlyn van F H.
d) Lé G op die lyn PQ?

e) Bepaal die vergelyking van die lyn ewewydig aan GH en wat deur punt F’

gaan.
Oplossing:
i _ H(4;4)
F(-1;3) t_g__-—""‘—
L G(2;1)
5 10 T v
a)
b)
FG =+/(z2 — 1)+ (y2 — y1)?
= V(1-22+ (-1
— /(=37 + (27
=914
=13

GH = \/(z2 — 21)? + (y2 — 11)?
=v/(@4-22+(4-1)?
= V(2?2 +(3)?
=v4+9

=13
.FG=GH
. AFGH is 'n gelykbenige driehoek
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T+ 22 Y1 +Y2
Q@wﬁ=< i )

c.my = =5

Yy=mx +c

y=—-dr+c
37 7 3
Substit ey o =—g
usnueerQ(Q,Q) 5 5(2)—1—0
ce=11
Coy=—5x+ 11
d)
y=—or+11
G(2;1) .. substitueerz =2: y=-5(2)+11
=—10+11
=1
Ja, G 1é op die lyn PQ
e)
Y2 — Y1
mgH =
ro — I
_4-1
4-2
3
2
Yy=mx +c
> F
==x+c
=3
3
Substitueer F'(—1;3): 3= 5(—1) +c
.c_9
2
: —3:1:+9
YTty

9. Gegewe die punte A(—1;5), B(5;—3) en C(0;—6). M is die middelpunt van
AB en N is die middelpunt van AC.

a) Teken 'n skets op die Cartesiese vlak.

b) Toon aan dat die koérdinate van M en N, onderskeidelik (2;1) en (—%; —3)
en is.
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c) Gebruik analitiese meetkundige metodes om die middelpuntstelling te be-
wys. (Bewys dat NM || CBen NM = 3CB.)

Oplossing:
A(—‘I;S)s
‘.\“4
l‘n‘l Y M
= 71“. 1 2\‘&\4 5 6
+ :
- ,,\hs(s;—s)
a) C(0;-6)
b)
r1+ T2 Y1+ Y2
M (x: — o
(z;9) ( SIS R )
_(-1+455-3
B 2 72
— 4- 2
- \272
=(2;1)
r1+ T2 Y1+ Y2
N(z;y) = 5 40 )
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mNM =

+
D=

Y2 — Y1

myy = McB
~ NM| CB

NM = /(z2 —21)2 + (y2 — y1)?

:\/(2+%)2+(1+%)2

CB = /(z2 — 21)? + (y2 — 11)?
=/(5—-0)2+ (—3+6)2
=/(5)%+ (3)?
=v25+9
= V34

1
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5  Funksies

e Leerders moet in staat wees om die vergelyking van ‘n funksie te bepaal vanaf
die grafiek.

e Bespreek en verduidelik die eienskappe van funksies: gebied, terrein, as-afsnitte,
maksimum- en minimumwaardes, simmetrie, ens.

e Beklemtoon by leerders die belangrikheid daarvan om die vergelyking van ‘n
funksie goed te bestudeer en die vorm van die grafiek te antisipeer.

e Bespreek die verskillende funksies en die invloed van die parameters in alge-
mene terme.

5.1 Kwadratiese funksies

Hersiening

Funksies van die vorm y = az? + ¢
Oefening 5 — 1: Hersiening

1. Op aparte assestelsels, trek akkurate grafieke van die volgende funksies.

e Gebruik tabelle indien nodig.
e Gebruik grafiekpapier indien beskikbaar.

A y==z
b) yo = S22
c) ys=—-z>-1
d) Ys = 2{1}2 +4
Oplossing
a)
!)) T
b)
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3 —2 _1 1 2
71,,
)
)
1,,
I
2 3
d)
y
5,,
4
2,,
1,,
! ! ! ! ! ! T
3 9/-19 112 3

2. Gebruik jou sketsgrafieke van die funksies hierbo om die volgende tabel te vol-
tooi (die eerste kolom is reeds ingevul as 'n voorbeeld):

Y1 Y2 Y3 Y4

waarde van ¢ g=0
effek van ¢ Yafsnit = 0
waarde van a a=1
effek van a standaard

parabool
draaipunt (0;0)
simmetrie-as x = 0 (y-as)
gebied {z:z eR}
terrein {y:y >0}

Oplossing:
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Y1 Y2 Y3 Y4
waarde van ¢ qg=0 g=0 g= -1 g=4
uitwerking van ¢ Yafsnit = 0 Yafsnit = 0 Yafsnit = —1, Yafsnit = 4,

skuif 1 skuif 4
eenheid eenhede
afwaards opwaarts

waarde van « a=1 a=3 a=—1 a=—2
uitwerking van standard glimlag, frons, maks. | frons, maks.
a parabola min. draaipunt draaipunt
draaipunt
draaipunt (0;0) (0;0) (0;—-1) (0;4)
simmetrie-as x=0(y-as) | =0 (y-as) x = 0 (y-as) x = 0 (y-as)
gebied {z:zeR} | {x:zeR} | {z:zeR} | {z:2eR}
terrein {y:y >0} {y:y >0} {y:y}§ {y:y <4}
-1

Funksies van die vorm y = a(z + p)* + ¢

Ontdek die eienskappe

Oefening 5 — 2: Gebied en terrein
Gee die gebied en terrein vir elk van die volgende funksies:

1. f(z)=(x—4)?-1
Oplossing:

Gebied: {z:z € R}
Terrein: {y:y > -1,y € R}
2. g(x) = —(z—5)* +4

Oplossing:

Gebied: {z:z € R}
Terrein: {y:y <4,y € R}
3. h(z) =22 —62+9

Oplossing:

h(z) =22 — 6z +9
= (z-3)’
Gebied: {z:z € R}
Terrein: {y:y >0,y € R}
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4. j(x) = —2(z +1)?

Oplossing:

Gebied: {z:z € R}
Terrein: {y:y <0,y € R}

5. k(z) = —x2+2x -3

Oplossing:

k(z) = —z? 42z —3
= (z—1)2—2
Gebied: {z:z € R}
Terrein: {y:y <2,y € R}

Oefening 5 — 3: Afsnitte

Bepaal die z- en y-afsnitte vir elk van die volgende funksies:

1. f(z)=(z+4)?2-1

Oplossing:

Virz=0 y=(0+4)*-1

=16—1
(05 15)

Viry=0 0= (z+4)>-1
=22 +8z+16—1
=22+ 8z +15
= (z+5)(z+3)

r=—-5ofx=-3

. (=5;0) en (—3;0)

2. g(z) = 16 — 8z + 22

Oplossing:
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Vire=0 y=16
(05 16)
Viry=0 0=16— 8z + 2
=22 -8z +16
= (¢ —4)?
=4
~.(4;0)

3. h(z) = —2? + 42— 3

Oplossing:

Vire=0 y=-3

~.(0;=3)

Viry=0 0=—-2?+4z—3
= (2 -4z +3)
=—(z-3)(x—-1)

x=3ofx=1

. (1;0) en (3;0)

4. j(z)=4(z-3)%2 -1

Oplossing:

Vire =0 y=40-3)%-1

=36-1
.-.(0; 35)

Viry=0 0=4(x—-3)2-1
=4(z2 —62+9)—1
=4z® — 242+ 36 — 1
= 42% — 36z + 35

=(2x+5)(2x+7)

:r:——§ofa:——Z
=— =

2
(=3:0)en (~2;0)

5. k(z) =4(z —3)2 +1

Oplossing:
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Virz =0 y=4(0-3)%+1
=36+1
.(0;37)
Viry=0 0=4(z—3)>+1
=4(z? —62+9)+1
= 42? — 2424+ 36 + 1
= 42 — 362 + 37

. —b+ /b2 — 4ac

2a
_ 24+ V/(—24)% — 4(4)(37)

2(4)
576+ /576 — 592

8
_ 576 £+/-16
- 8
.". geen reéle oplossing

6. l(z) =222 -3z —4

Oplossing:

Vire=0 y= -4
~.(0;—4)
Viry=0 0=2z2—-3z—14
=22 -3z —4
o —b =+ Vb2 — dac
2a
_3£V(=3)2-4(2)(-4)
2(2)
_3+49+32

4
_3+V41
a 4
3 — 41 34+ V41

= f =
xz 4 orx 4

. (—0,85;0) en (2,35;0)

Oefening 5 — 4: Draaipunte

Bepaal die draaipunt van elk van die volgende:

1.y=a2?>—6x+8
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Oplossing:

.. draaipunt = (3; 1)

2. y=—224+42 -3

Oplossing:

y=—x2+4z—3

= (2 —4x+3

2
= ((1:—2)2— <§> +3)
=—(x—2)2+1

.. draaipunt = (2;1)
3.y=3(z+2)?%-1

Oplossing:

1
y:§(m+2)2—1

.. draaipunt = (—2;-1)

4, y=222+2x+1

Oplossing:

y=2z>+2x+1

1
=2(2? -
(x —|—x-|—2>
1\* 1
— 7 - -
<x+2) +2

. 11

.. draaipunt = (—5, 5)

5.y =18 + 6x — 322

Oplossing:

y=—3x2 + 6z + 18

= —3(z% — 2z — 6)
= 3(@&-17-7)
=-3(z-1)>2+21

.. draaipunt = (1;21)
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6. y=—2[(x +1)% + 3]

Oplossing:

—2[(z +1)% + ]
~2(z +1)* -
draalpunt —( 1;—6)

Oefening 5 — 5: As van simmetrie

1. Bepaal die as van simmetrie van elk van die volgende:

a) y=2x%—5x—18
b) y=3(xz—-2)2+1

c) y=4dx — z?

Oplossing:
a)
y =2z — 5z — 18
2(z? — gx -9)
o (.8 B
B 2 16
5\% 169
=2 ((f” - 5) - 1_6>
2
_of,_2) _ 169
4 8
. . 5
simmetrie-as: x = —
4
b)
y=3@z—-22+1
simmetrie-as: x = 2
C)
y=4x — x?
—(x? — 4z)
—(z—2)%+4

simmetrie-as: x = 2

2. Skryf die vergelyking neer van 'n parabool waar die y-as die as van simmetrie is.

Oplossing: y = az? + ¢
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Skets die grafiek van die vorm f(z) = a(z + p)* + ¢

Oefening 5 — 6: Skets parabole

1. Skets grafieke van die volgende funksies. Bepaal:

e as-afsnitte
e draaipunt
e asse van simmetrie

e gebied en terrein

a) y

b) y = 2(x + 1)?

c) y=3z%—2(x +2)

d y=3(z-2)2+1
Oplossing:

a)

afsnitte: (—1;0), (5;0), (0;5)
draaipunt: (2;9)
simmetrie-asse: x = 2
Gebied: {z : x € R}
Terrein: {y:y <9,y € R}
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Afsnitte: (—1;0), (0;2)
draaipunt: (—1;0)
simmetrie-asse: z = —1
Gebied: {z : x € R}
Terrein: {y: y > 0,y € R}

Afsnitte: (—0,87;0), (1,54;0), (0; —4)
draaipunt: (0,33; —4,33)
simmetrie-asse: x = —0,33

Gebied: {z : z € R}

Terrein: {y:y > 4,33,y € R}

Afsnitte: (0;13)
draaipunt: (2;1)
simmetrie-asse: x = 2
Gebied: {z : z € R}
Terrein: {y:y > 1,y € R}

2. Trek die volgende grafieke op dieselfde assestelsel:
flx)=—a2+7
gl@) =—(z-2)* +7
h(z) = (z—2)? -7

Oplossing:
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i
4 -3 1& 6 7
a\
I -4
e
7]

3. Trek 'n skets van elk van die volgende grafieke:

a) y=ax’+br+casa>0,b>0,c<0.
b) y=az?>+br+casa<0,b=0,c>0.
o y=ax’+br+casa<0,b<0,b>—4ac<0.
d) y=(z+p)?+qgasp<0,q<0en die z-afsnitte het verskillende tekens.
e) y=a(r+p)?+qgasa<0,p<0,q>0eneen wortel is nul.
f) y=a(r+p)®+qgasa>0,p=0,b%—4dac > 0.
Oplossing:
a)
I.U
b)
Y
0 T
o)
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P
(qv]
<
+ 3]
) 9 —
] = |mm
=
\ 2+ S
/ 8 =
3
I To)
B = V4
o => < = 2
||||||||||||| = W)
S kS
N = S \ > )
(]
= I
- ©
=
o0
=
=
=
(]
oo
L
(«D]
>
[«D]
2
5
c
.9
ie)
“©
= - - 2
© o [
m
<2



a) y = 222 + 4z + 2 met 3 eenhede links geskuif word.
b) y = —(z + 1)? met 1 eenheid opgeskuif word.
0 y=3(xz—1)>+2 (2 — 1) met 2 eenhede regs geskuif word.

Oplossing:
a)

y =21 + 47 + 2
rT=x+3
Ygeskuit = 2(7 + 3)% + 4(z + 3) + 2
=222+ 6x+9) +4x +12+2
=202+ 120+ 18 + 4o + 12+ 2
= 222 + 16 + 32

y = 22% + 4z + 2
y=y—-1
Ygeskuif = _(x+1)2+1
=—(z*+2z+1)+1
=22 -2z —1+1

= 22— 2

y:3m—1ﬂ+2<x—%>

r=x—2
2 1
ygeskuif:3(l’—2—1) + 2 ;1;_2_5

5
:3@—3ﬁ+2(x—§)
=3(x2—62+9)+2z -5

=322 — 182+ 27T+ 22— 5
= 322 — 16z + 22

Oefening 5 — 7: Vind die vergelyking

Bepaal die vergelykings van die volgende grafieke. Skryf jou antwoorde in die vorm
y=a(z+p)?+q
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Oplossing:
y=a(z+p)’+gq
Substitueer (—1;6)

y=a(x+1)2+6

=azx’+2ax+a+6
y — afsnit: = (0;3)
3=04+0+a+6
S.3=a+6
a=—3
y=—-3(x+1)?>+60fy=—322 —62+3
2.
Y
|
|
|
(—1;3) |
|
|
|
' 77
0 ' )
|
|
|
|
|
|
Oplossing:
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y=a(z+p)*+q

y = a(z —0)(z —5)
= az? — bax

Substitueer (—1; 3)

Y= azx® — bax

3=ua(-1)2 - 5a(-1)

3=a+5a

3 =6a

(1;6)

Oplossing:

y=alz+p)+gq
Substitueer = (—2;0)
y = a(z +2)?
= az® + 4az + 4a
Substitueer (1;6)
6 =a-+4a+ 4a
6 =9a

S.a=

Wl N Wl N

cy=(z+2)?
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Oplossing:

y=azr’+br+c
y=azx’+br+4

Substitueer (1;6) : 6=a+b+4...(1)
Vergelyking (1) x 5 : 30 =5a+5b+20...(3)
Substitueer (1;6) : —6 =250 +5b+4...(2)
(2)— (3) —36=20a—16
20a = —20
a=—1
b=3
c=4

sy=—x+3z+4

5.2 Gemiddelde gradiént

Oefening 5 — 8:

1. a) Bepaal die gemiddelde gradiént van die kromme f(z) = z (x 4 3) tussen
r=5enx=3.

b) Sé vervolgens wat jy kan aflei oor die funksie f tussen z =5 en x = 3.
Oplossing:

a) 11
b)

2. A(1;3)is 'n puntop f(x) = 322.

a) Teken 'n skets van f(z) en benoem punt A.

b) Bepaal die gradiént van die kromme by die punt A.
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c) Bepaal die vergelyking van die raaklyn by A.

Oplossing:
a)
f(z)
4 I
3+ A(1;3)
2 .
1 .
% % % % x
-2 -1 0 1 2
b) 6
c) y=06x—3
3. Gegee: g(z) = —22 + 1.
a) Teken 'n skets van g(z).
b) Bepaal die gemiddelde gradiént van die kromme tussen = —2 en z = 1.
c) Bepaal die gradiént van g by x = 2.
d) Bepaal die gradiént van g by x = 0.
Oplossing:
a)
9(z)
2 4
| /\ N x
—2 1 0 1 2
-1 4
92 1
34
4 4
b)
c 4
d)
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5.3

Hiperboliese funksies

Oefening 5 — 9: Hersiening

1. Beskou die volgende hiperboliese funksies:

oy1:%
oy2:—§
oy3=%—2
oy4=—§+1

Hersiening

Funksies van die vorm y = 2 4 ¢

Voltooi die tabel om die eienskappe van die hiperboliese funksie op te som:

Y1 Y2 Y3 Ya

waarde van ¢ q=0
effek van ¢ geen vertikale skuif
waarde van a a=1
effek van ¢ [& in kwadrant [ en IlI
asimptote y-as, z =0

z-as,y =0
simmetrie-asse y=x

y=—x
gebied {z:zeR,z+#0}
terrein {y:yeR,y+#0}
Oplossing:

U Y2 Y3 Ya
waarde van qg=0 qg=0 qg= -2 g=1
q
uitwerking geen geen skuif 2 skuif 1
van g vertikale vertikale eenhede eenheid

skuif skuif afwaarts opwaarts
waarde van a=1 a= -1 a=14 a=—4
a
uitwerking [&in [&in [&in [éin
van a kwadrantl en | kwadrant Il | kwadrantlen | kwadrant Il

1 en |V 1] en |V

asimptote y-as, x =0 y-as, x =0 y-as, x =0 y-as, x =0
z-as,y =0 z-as,y =0 y=—2 y=1
simmetrie- y=2x y=2x y=x—2 y=x+1
asse Yy=-—x Y= y=—-x—2 y=—x+1
gebied {z:z€ {z:x¢€ {z:z¢€ {z:z¢€
R,z # 0} R,z # 0} R,z # 0} R,z # 0}
terrein {y:ye {y:ye {y:ye {y:ye
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Funksies van die vorm y = -2 + ¢

T+p

Ontdek die eienskappe

Oefening 5 — 10: Gebied en terrein

Bepaal die gebied en terrein vir elk van die volgende funksies:

1. y:%+1

Oplossing:
Gebied: {z:z € R,z # 0}
Terrein: {y:y € R,y # 1}

2. g(z) = B5 +4

x

Oplossing:

Gebied: {z: 2 € R,z # 8}
Terrein: {y:y € R,y # 4}

3. y=—% -3

Oplossing:
Gebied: {z:2z e R,z # —1}
Terrein: {y:y € R,y # —3}
_ 2
4.1‘—@4—5
Oplossing:
2
=—= 45
T 3—y+
5 2
7 =3,
(z—5)3—-y)=2
2
3y =
3r — 5
2
—y = —3
& z—95
2
Sy=—+3
g l‘—5+

Gebied: {z:z € R,z # 5}
Terrein: {y:y € R,y # 3}
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5. (y—2)(z+2)=3

Oplossing:

Sy = 2
4 a:+2+

Gebied: {z:z € R,z # -2}
Terrein: {y:y € R,y # 2}

Oefening 5 — 11: Afsnitte

Bepaal die z- en y-afsnitte vir elk van die volgende funksies:

1. f(x)z%%—Q

Oplossing:

1
fa) = — -2
lLaatx =0

1
f0)=7-2
-". Yafsnit = (05 _12)
Laaty =0

0= L -2
z+4

1

:m-|—4
2z +4)=1
20 +8 =1

20 = —7
T
L=

1
- Tafsnit — (_353 0)

2. gz)=-2+2

Oplossing:
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)
g(x) = -+ 2
Laatz =0
.. g(x)is ongedefiniéer
.. geen x — afsnitte

Laaty =0
5
0=—=+2
X
5
9 =_Z=
x

Oplossing:

2
. _ 3
ja)=—+
Laatx =0
2
=1
" Yafsnit = (0§ 1)
Laaty =0
2
= 3
r—1 +
2
-
r—1
—3(zx—1)=2
—3rx+3=2
—3r=-1

4. h(z) = +1

Oplossing:
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h = 1
@)=+
Laatz =0
3
h(0)==+1
==+
_3
2
3
- Yafsnit = (0§ 5)
Laaty =0
3
= 1
6—x+
1= 3
6—=x
—(6—1z) =
—6+x=
—3r=-1

5. k(z) =25 — 1

z+2
Oplossing:
) 1
k(z) = — =
@) =233 73
Laatz =0
5 1
k(0)==-—=
0)=5-3
=y
Yafsnit = (03 2)
Laaty =0
_ 81
T r+2 2
1 5
2 x+2
r+2=>5(2)
r=10—2
cr=28

-". Tafsnit = (83 0)
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Oefening 5 — 12: Asimptote

Bepaal die asimptote vir elk van die volgende funksies:

_ 1

Oplossing:
vertikale asimptoot: y = —2
horisontale asimptoot: © = —4
2. y= _35?
Oplossing:
vertikale asimptoot: y = 0
horisontale asimptoot: x = 0
3. y= % +1
Oplossing:
3
= 1
g 2—x +
3
=—> 41
—@-9 "
3
=——" 41
z— 2 *
vertikale asimptoot: y = 1
horisontale asimptoot: x = 2
4. y=21-38
Oplossing:
vertikale asimptoot: y = —8
horisontale asimptoot: = 0
5 y= —l%
Oplossing

vertikale asimptoot: y = 0
horisontale asimptoot: x = 2
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Oefening 5 — 13: Asse van simmetrie

1. Voltooi die volgende vir f(z) en g(z):

e Skets die grafiek.

e Bepaal (—p;q).

e Vind die asse van simmetrie.

Vergelyk f(x) en g(x) asook hulle asse van simmetrie. Wat let jy op?

gla) =3 +1
b) f(z)=—3
g(z) = a1
o flz)=2
glx) =5 -1
Oplossing:
a)

—_—
171 2 3 4

(—p;q) = (0;0)
Yy1 =
Yo = —x
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(=p;q) = (0;1)
laaty; =z + 1
Substitueer (0; 1) 1=0+ac1
C.Cc1 = 1
Syr=x+1
laat yo = —x + co
Substitueer (0; 1) 1=0+c
s =1

Sy =—x+1

4 -3 -2-1°% 1 2 3

1
o
,3 4
44
b)
(=p;q) = (0;0)
Yy =
S Y2 = —o
Y
1A
M
12+
I
5

=8
s

L

+

)
I
T

TTTTITTT T
o

"~
T
T

(=p;q) = (=1;0)
laaty; = x4+ 1
Substitueer (—1;0) 0=-1+¢
cep=1
Syr=x+1
laat yo = —x + ¢
Substitueer (—1;0) 0=—(-1)+c
.o =—1

Sy =-—c—1
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. . . . .
1 2 3 4 5
14

(—p;q) = (0;0)
Yy1 =
Yo = —x

(=piq) = (1;-1)
laaty; = x4+ 1

Substitueer (1; —1) —1=14¢
o @ = =2
SYyr=x — 2
Laat yo = —x + ¢
Substitueer (1; —1) —1=—1)+e
c.eo=0
CoYg = —

2. 'n Hiperbool van die vorm k(z) = #p + ¢ gaan deur die punt (4;3). As die asse
van simmetrie sny by (—1;2), bepaal die vergelyking van k(z).

Oplossing:
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= 2
z+1 *
Substitueer (4; 3) 3= 4_7_ - +2
a
3-2="_
)
1(5)=a
La=2>5
)
= 2
@=_"7t

Skets die grafiek van die vorm f(z) = - +¢

Oefening 5 — 14: Skets grafieke

1. Trek die grafieke van die volgende funksies en dui aan:

e die asimptote
e die as-afsnitte, waar van toepassing
e die asse van simmetrie

e die gebied en terrein

Q) y=;+2
b)yngL+4 2
Qy= #1-1-3
d) y——x_52%—2
e y=-2:+4
Oplossing:
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— ——
—6 -5 —4 —3-—2 -1
11
L'.. 34

asimptoot: x =0;y =2

afsnitte: ~ (—3;0)

symmetrie-asse: y=x+2eny=—z+ 2
gebied: {z:z eR,z #0}

terrein:  {y:y € R,y #2}

U
S

___________.%';i__

asimptote: x = —4;y = —2

afsnitte: ~ (—33;0) en (0;—13)
simmetrie-asse: y=x+2eny=—-x—6
gebied: {z:zeR,x# -4}

terrein:  {y:y € R,y # -2}

o)
asimptote: z=-1;y=3
afsnitte:  (—2;0) en (0;2)
simmetrie-asse: y=x-+4eny=—x+2

gebied: {z:zeR,xz# -1}
terrein:  {y:y € R,y # 3}
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asimptote:  z = —21;y = -2
afsnitte:  (0;0)
simmetrie-asse : y=x—4seny=—x+1

gebied: {x:z e R,z # —4}
terrein:  {y:y e Ry # -2}

asimptote: x=8;y=14

afsnitte: ~ (6;0) en (0;3)

simmetrie-asse: y=x—4eny=—x+ 12
gebied: {z:zeR,x # 38}

terrein:  {y:y € R,y # 4}

1

7 T O bepaal die

2. Gegee die grafiek van die hiperbool van die vorm y =
waardes van p en q.

Y

=2

|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
B T | ER i ———
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

\)
=il
Oplossing:
Yy = Z+p q
Vanaf die grafiek p =2

=1
o1
”y_x+2
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3. Gegee 'n skets van die funksie van die vorm y = il bepaal die waardes
van a, p en gq.

Oplossing:

_a
Y= Z+p q
Vanaf die grafiek p =0
q =S
y=—+2
x
Substitueer (2;0) 0= g +2
L, G
2
—2(2) =a
La=—4
4
y=——+2

4. a) Teken die grafiek van f(z) = -2, z > 0.
b) Bepaal die gemiddelde gradiént van die grafiek tussen x = 1 en z = 3.
c) Is die gradiént by (%; —6) minder of meer as die gemiddelde gradiént tussen

x = 1en x = 32 lllustreer dit op jou grafiek.

Oplossing:

a)
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Gemiddelde gradiént =

Gemiddelde gradiént tussen z = 1 en z = 3 is 1.
o)

fla+h) = f(a)
(a+h)—a

Gemiddelde gradiént =

—3(a)+3(at+h)
a(a+h)
h

—3a+3a+3h
a?+ah

Gemiddelde gradiént by (%; —6) is groter as die gemiddelde gradiént tussen
r=1lenxz =3.
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5.4 Eksponensiéle funksies

Hersiening

Funksies van die vorm y = ab” + ¢
Oefening 5 — 15: Hersiening

1. Op aparte assestelsels, trek akkurate grafieke van elk van die volgende funksies:

e Gebruik tabelle indien nodig.
e Gebruik grafiekpapier indien beskikbaar.

a) y =3°
b) yo = —2 x 3*
0 ys =2x3°+1
d) ya =3"—-2
Oplossing:
Yy
4+
34
9 1
1
| / ——— 2
—3 2 —_110__ 1 2
91
a)
b)
Yy
14+
T T
1 2
31
4 4
v

Hoofstuk 5. Funksies

231


http://www.everythingmaths.co.za/@@emas.search?SearchableText=
http://www.everythingmaths.co.za/@@emas.search?SearchableText=

2. Gebruik jou sketsgrafieke van die funksies hierbo om die volgende tabel te vol-
tooi (die eerste kolom is reeds ingevul as 'n voorbeeld):

n Y2 Y3 Ya

waarde van ¢ q=0

effek van ¢ geen vertikale skuif

waarde van a a=1

effek van a toenemend

asimptoot z-as, y =0

gebied {2z eR}

terrein {y:yeR,y >0}
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Oplossing:

Y Y2 Y3 Y4
waarde van ¢ g=0 g=0 g=1 qg=2
uitwerking geen geen skuif 1 skuif 2
van g vertikale vertikale eenheid eenhede

verskuiwing | verskuiwing opwaarts afwaarts
waarde van a a=1 a=—2 a=2 a=1
uitwerking toenemend afnemend toenemend | toenemend
van a
asimptoot z-as, y =0 z-as, y =0 y=1 y= -2
gebied {z:zeR} | {x:zeR} | {z:xeR} | {zr:2eR}
terrein {y:y¢€ {y:y¢€ {y:y¢€ {y:y €

R,y > 0} R,y <0} R,y > 1} R,y > -2}

Funksies van die vorm y = ab"*?) + ¢

Ontdek die eienskappe

Oefening 5 — 16: Gebied en terrein

Gee die gebied en terrein vir elk van die volgende funksies:

Ly= (3"

Oplossing:

Gebied: {z:z € R}
Terrein: {y:y >0,y € R}

2. f(z)=-5"2 41

Oplossing:

Gebied: {z:z € R}
Terrein: {y:y <1,y € R}

3. y+ 3 =20+

Oplossing:

y + 3 = 2@+
y = 2@+ _3
Gebied: {z:z € R}
Terrein: {y:y > -3,y € R}

Hoofstuk 5. Funksies 233



http://www.everythingmaths.co.za/@@emas.search?SearchableText=

4. y=n+t36@m

Oplossing:

y=n+ 3™

y=3@"m 1 p
Gebied: {z:z € R}
Terrein: {y:y >n,y € R}

Oplossing:

y_ (z—1) _1
5 3

y=2x3@"D _9
Gebied: {z:z € R}
Terrein: {y:y > 2,y € R}

Oefening 5 — 17: Afsnitte

Bepaal die z- en y-afsnitte vir elk van die volgende funksies:

1. f(z) =26+D _8

Oplossing:

Virz =0 y=20t)_3g

=2-38
=—6
-.(0; —6)
Viry=0 0=2t)_g
93 _ o(z+1)
S3=x+1
2=z
~.(2;0)

2. y=2x3E"1) _18

Oplossing:
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Virz =0 y=2x30"1D_18

2
—Z2_18
3
1
=—17-
3
1
20, —17=
(0;-175)
Viry=0 0=2x3@1_18
18 = 2 x 3(=1)
9 = 3(=-1)
S2=z—-1
S3=x
-.(3;0)
3. y+ 5@t =5
Oplossing:
y + 5(:U+2) -5

y = _5(1‘+2) +5
Virz =0 y=-50+2 45

=-25+5
= —20
.(0; —20)
Viry=0 0=-52 45
5@t2) _ g
Srx+2=1
o= =l
-.(=1;0)

4. y=1(3)" _0,75

Oplossing:
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1/3
y=§(§) 1
13\’ 3
2\ 2 4
_ 1721\ 3
2\ 8 4
_ 213
16 4
_b
16

15

. 1 /3\@) 3
3 1/3 (z+3)
Z:§<§)

3 3 (z+3)
§:<§

S l=x+3

=2 =g
(—2;0)

Oefening 5 — 18: Asimptoot

Gee die asimptoot vir elk van die volgende funksies:

1. y= -5t
Oplossing:
y = —5+h)
horisontale asimptoot: y =0
2. y=3"2 41
Oplossing:
Y= 3==2) 4 1

horisontale asimptoot: y =1
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3. (%) =56+ -1

Oplossing:

3YY\ _ r(a+3) _
()

3y =2 x 5@+ _ 2

2 2
= — X 5(1:""3) —
¥=3 3
. . 2
horisontale asimptoot: y = ~3
4, y="70+) _9
Oplossing:
Y= 7(CC+1) —92
horisontale asimptoot: y = —2
5. 4 41=30+2
Oplossing:
Y _ o(z+2)
=4+1=3
9 +
g 3(@+2) _ g
y=2x3@2) _9
horisontale asimptoot: y = —2

Skets die grafiek van die vorm f(z) = ab®t?) 4 ¢

Oefening 5 — 19: Gemengde oefeninge

1. Gegee die grafiek van die hiperbool van die vorm h(x) = g, x < 0, wat gaan
deur die punt A(—%; —6).
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a) Wys dat k = 3.
b) Skryf die vergelyking neer van die nuwe funksie wat gevorm word as h(x):
i. 3 eenhede vertikaal opwaarts skuif
ii. 3 eenhede regs skuif
iii. reflekteer rondom die y-as
iv. so skuif dat die asimptote z =0 en y = —% sal wees
v. opwaarts skuif om deur die punt (—1; 1) te gaan
vi. 2 eenhede links en 1 eenheid vertikaal afwaarts skuif (vir z < 0)

Oplossing:
a)
k
y=-
T
. k
Substitueer (—=; —6) —6=—
T2
1
—6X —= =k
* 72
.k=3
3
h(z) = —
(a)=2
b) i
3
h(z) = —
@)==
Y=y —3
3
y—3=—
T
3
y=—+3
i
ii.
3
h(z) = —
(a) =2
T=>x—3
3
y_:v—?)

238 5.4. Eksponensiéle funksies




3
h(z) = —
(e) ==
= -z
3
A z—3
iv.
3
h(z) = —
(2) =2
p=0eng=—-
31
o= z 4
V.
3
h(z) ==
(2) =
y=>y+m
3
y=—+m
%
3
Substitueer (—1;1) 1= —1-|-m
1+43=+m
m =4
3
y=—+4
73
Vi.
3
h(z) = —
(2) ==
Srx=c+2
Sy=y+1
3
1=
vt T
. — 3 —_
o= x+2
2. Gegee die grafieke van f(z) = a(z + p)? en g(z) = 2.
Die as van simmetrie vir f(x) isx = —1 en f(z) en g(z) sny by punt M. Die

lyn y = 2 gaan ook deur M.
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Bepaal:

a) die koordinate van M

b) die vergelyking van g(z)

c) die vergelyking van f(z)

d) die waardes waarvoor f(z) < g(z)

e) die terrein van f(x)

Oplossing:
a) f(z) is simmetries om die lyn © = —1, dus M(—2;2).
b)
a
g9(z) = -
Substitueer M (—2;2) %= _12
.a=—4
—4
9(z) = —
o)
f(@)=a(x+p)*+q
Geen vertikale skuif . g =0
Simmetrie-as z = —1 o f(®) = a(z +1)2
Substitueer M (—2;2)  2=a(-2+1)?
2 =a(—1)2
a=2
fla) =2(z + 1)
d —2<z<0

e) Terrein: {y:y € R,y >0}

3. Op dieselfde assestelsel, skets:
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a) die grafieke van k(z) = 2(z + 3)? — 45 en h(z) = 2(°+3). Bepaal alle
as-afsnitte, draaipunt(e) en asimptote.

b) die refleksie van h(x) rondom die x-as. Benoem hierdie funksie as j(z).

Oplossing:

a)
Yy h
: x
2
Vir k(z) :
afsnitte:  (—2;0), (1;0) en (0; —4)
draaipunt:  (—3;—43)
asimptote:  geen
Vir h(z) :
afsnitte:  (1,41;0)
draaipunt:  geen
asimptote: y =0
b)
x

4. Skets die grafiek van y = az? + bz + c vir:

a) a<0,b>0,b% < 4ac
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b) a >0,b >0, een wortel =0

Oplossing:
a)

Yy
|
|
+ T

Ol 1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
[
|
|
|

b)

)

[

|

|

|

|

|

|

|

|

|

[

:

1 x

[

5. Op verskillende stelle asse, teken die grafieke vir:

Y= r—2
y=2-2
Oplossing:
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6. Vir die diagramme hieronder, bepaal:

e die vergelykings van die funksies; f(z) = a(z + p)? + q, g(z) = az® + q,
h(z) =%,z <0enk(xz)="b"+q

e die simmetrie-asse van elke funksie

e die definisiegebied en terrein van elke funksie

a)

(2;3)
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Oplossing:

f@) =a(z+p)*+q

Van die draaipunt: p = —2en ¢ =3
L f@)=a(xr—2)2+3
Substitueer (0;0) 0 =a(0—2)%+3

—3=4a

3

.a = _Z_L
fle)=—3(— 27 +3

simmetrie-asse: z = 2
Gebied: {z:z € R}
Terrein: {y:y e R,y <3}
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g(x) = az? + ¢
Van die draaipunt: p =0en ¢ = —2

cog(z) = a(x)? -2

Substitueer (—2; —1) —1=a(-2)*-2
—1=4a—-2
1=4a—-2
1
La=7
g(x) = %12 -2

simmetrie-asse: x = 0
Gebied: {z:z € R}
Terrein: {y:y e R,y > -2}
a
h(x) = +4q

r+0p
Vanaf die grafiek: p=0en ¢ =0
a
h(z) = —
() =2
Substitueer (—2; —1) 1= _12
2=a
2
h(zx) =—

simmetrie-asse: y = x
Gebied: {z:z € R,z < 0}
Terrein: {y:y € R,y <0}

1
— 9T 4 —
Y + 5
Reflekteer rondom: z =0
Tr = —T
. 1

Gebied: {z:z € R}

1
Terrein: {y yeRy > 5}

7. Gegewe die grafiek van die funksie Q(x) = a”.

Hoofstuk 5. Funksies 245




1\\E§L__»

X

a) Wysdata = 3.
b) Vind die waarde van p as die punt (—2;p) op @ is.
c) Bereken die gemiddelde gradiént van die kurwe tussen z = —2 en z = 1.

d) Bepaal die vergelyking van die nuwe funksie wat gevorm word as @Q met 2
eenhede vertikaal afwaarts en met 2 eenhede na links geskuif word.

Oplossing:
a)
y=a"
. 1
Substitueer | 1; - 3= a
1
3
b)
1 x
Qz) = <§>
1\ 2
Substitueer (—2;p)p = <§>
p=9
o)
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8. Vind die vergelyking van elkeen van die volgende funksies:

a) f(x) =2"+¢q
g(z) =mx+c

Oplossing:
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flx) =2"+4¢
: 1 (.
Substitueer (0;—=) —==2"+4g¢
2 2
I 14
2 - q
=S
4=
3
—9r _ 2
HORE
g(z) =mx+c
. 1 1
Substitueer (0; —5) —5= m(0) + ¢
o _1
2
1
g(x) = mx — 5
1
Substitueer (—2;0) 0= m(-2) — 3
1
5 = —2m
cm = _1
4
1 1
g9(x) = Y75
b)
k
h(z) = +
(z) sap ¢
Vanaf die grafiek: p= —2
k
h =
(@) = 5 +¢
. 1 1 k
Substitueer (0; —5) —5 =514
~1=k+2q...(1)
k
Substitueer (1;0) 0= o5 +q
0=Fk+3q...(2)
(2)-(1): 1=0+¢q
Sg=1
enk=-3
3
h(z) = —
(@) =~—"5+

9. Gegewe: die grafiek van k(x) = —22 + 3z + 10 met die draaipunt by D. Die
grafiek van die reguitlyn h(z) = maz + ¢ wat deur punte B en C' gaan word ook
aangedui.
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Bepaal:

a) die lengtes AO, OB, OC en DE

b) die vergelyking van DE

c) die vergelyking van h(z)

d) die z-waardes waarvoor k(x) < 0

e) die z-waardes waarvoor k(z) > h(x)

f) die lengte van DF

Oplossing:
a)
Yy = —2% + 32+ 10
Laaty =0
0=—2>+43z+10
=22 -3z —10
=(x-5)(z+2)
rx=bofx=—-2
. AO = 2 eenhede
. BO = 5 eenhede
CO = 10 eenhede
. . 5—2
simmetrie-asse: r = _T
_3
2
. 3
Substitueer z = 5
3\? 3
=— (=) +35+10
y (2) 35+
= 121
4
. DE = 12,25 eenhede
b) DE = 121
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h(z) = mz +c
h(z) = mz + 10
Substitueer (5;0) 0=m(5)+ 10
—10 = 5m
Som= =2
s h(x) = =224 10

d) {z:zeR,z< -2enz > 5}
e) {z:zeR,0<z <5}
f)
3 1
By z = “k(z) = 12~
yx 2lc(w) 1
3 3
Byr=—-h(z)=-21 = 1
yz=3 (x) (2)-1- 0
=-3+10
=7

1
DF =12— —
s 1 7

1
=12- -7
4

= 5,25 eenhede

5.5 Sinusfunksies

Hersiening

Funksies van die vorm y = sin 6 vir 0° < § < 360°

Funksies van die vorm y = asinf + ¢

Oefening 5 — 20: Hersiening

Teken akkurate grafieke van elkeen van die volgende funksies, vir 0° < 6 < 360°, op
verskillende assestelsels.

e Gebruik tabelle indien nodig.

e Gebruik grafiekpapier indien beskikbaar.

Bepaal ook die volgende vir elke funksie:
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e Periode
e Amplitude
o Gebied en terrein

e - en y-afsnitte

e Maksimum en minimum draaipunte

1. y; =sind

Oplossing:

y1 = sin @

| | | | | | iI”.4

T T T T T T T T T T
100 30° 60° 90° 120°150° 180° 23Q2 240° 270° 300° 336° 360°
-1

Periode

Amplitude:

Gebied

Terrein:
x-afsnitte:
y-afsnitte:

Maks. draaipunt:
Min. draaipunt:

2. yop = —2sinf

Oplossing:

: 360°

1

: [0°;360°]
[-1;1]

yo = —2sinf

30° 60° 90° 120° 1509480° 230° 240° 270° 300° 336° 360°

y1 = sin 6
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Periode: 360°
Amplitude: 2
Gebied: [0°; 360°]
Terrein: [—2;2]
x-afsnitte: (0°;0); (180°;0); (360°;0)
y-afsnitte: (0°;0)
Maks. draaipunt: (270°; 2)
Min. draaipunt: (90°; —2)

3. y3=sinf +1

Oplossing:

Y

2 .
y3 =sinf + 1

1 A

1 1 1 1 1 1 \ f \ 1 = 0
0°30° 60° 90° 120°150° 180° 2+0° 240° 270° 300° 336° 360°
14 )

y1 = sind

Periode: 360°
Amplitude: 1
Gebied: [0°;360°]
Terrein: [0; 2]
z-afsnitte: (270°;0)

y-afsnitte: (0°;1)
Maks. draaipunt: (90°;2)
Min. draaipunt: (270° 0)
4. yy = %sin@— 1
Oplossing:
y
1 .
y1 = sinf
————+— — ¢
0°30°_60>-98° ° 150° 180° 210° 240° 270° 300° 336° 360°
—1 4
9 1 Ya = 3sinf —1
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Periode: 360°

1
Amplitude: 3

Gebied: [0°; 360°]

Terrein: [—
x-afsnitte: geen
y-afsnitte: (0°; —=)
Maks. draaipunt: (90°; %)

Min. draaipunt: (270°; —=)

Funksies van die vorm y = sin k6

Ontdek die eienskappe
Oefening 5 — 21: Sinusfunksies van die vorm y = sin k6

1. Teken die volgende funksies vir —180° < 6 < 180°. Bepaal vir elke grafiek:

e Periode

Amplitude

Gebied en terrein

e - en y-afsnitte

e Maksimum en minimum draaipunte

a) f(#) =sin36

b) g(0) = smg

c) h(#) = sin(—20)

d) k(0) =sin3
Oplossing:

a)

Y
&l Il Il Il Il Il 0

T T T T T
—18 /120%-90°—608— 0°30° 60% 90° ¥20°150° 18'80
1

Y2 = sin 30

Vir f(6) = sin 30:
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Periode: 120°
Amplitude: 1

Gebied: [—180°;180°]
1]

180° 0); (—120°;0); (—60°;0);
0°;0); (60°;0); (120°;0); (180°; 0)

Terrein: [—1
(=
(
y-afsnitte: (0°;0)
(-
(-

z-afsnitte:

Maks. draaipunt: (—90°;1); (30°;1); (150°;1)

Min. draaipunt: (=150°%; —1); (=30°; —1); (90°; —1)

Y .
1 y1 = sinf
A Xl L L L L - L L L L ;\ 9

0°30° 60° 90° 120° 150° 180°

= sim @
Y2 =sing

Vir g(0) = sin §:

Periode: 1080°
Amplitude: 1
Gebied: [—180°; 180°]
Terrein: [—0,87;0,87]
x-afsnitte: geen
y-afsnitte: (0°;0)
Maks. draaipunt: geen
Min. draaipunt: geen

‘l L L L L L L L 9

Il
T T T T T T T T V\
—18 0=120-90°—60°— 30° 60°,/90° 120° 150° 180°
—1

y2 = sin(—26)

Vir h(0) = sin(—20):

Periode: 180°
Amplitude: 1
Gebied: [—180°; 180°]
Terrein: [—1;1]
x-afsnitte: (—180°;0); (—90°;0); (0°;0); (90°;0); (180°; 0)
y-afsnitte: (0°;0)
Maks. draaipunt: (— 4 ;1);(135°%; 1)
(=

Min. draaipunt: 135° ;—1); (45°%; —1);

254 5.5. Sinusfunksies




y .
=sinf
=} f f f f f f f f f f = (4
—180%1502120%-90°—60°> 0°30° 60° 90° 120°150° 180°
-1
Yo = sin %

. .30,
Vir k(0) = sin 22

Periode: 480°

Amplitude: 1
Gebied: [—180°; 180°]
Terrein: [—1;1]
x-afsnitte: (0°;0)
y-afsnitte: (0°;0)
Maks. draaipunt: (120°;1)
Min. draaipunt: (—120°; —1);

2. Bepaal die waarde van k vir elke grafiek van die vorm f(6) = sin k6:

a)
Yy
7 0
—3600—2;{’7{80O —9N° 0° 9(}X}é0O 27&’\}600
b)
Yy
/\ \ /\
% % i i i — 0
—3600—2W —90° °c 90% 180° 27M0°
e
Oplossing:
a)

Periode = 180°
360°
: = 180°
S
~360°
©180°
k=2
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Pe

en die grafiek is gereflekteer om die z — a

Funksies van die vorm y = sin(6 + p)

Ontdek die eienskappe

Oefening 5 — 22: Sinusfunksies van die vorm y = sin(6 + p)

Teken die volgende funksies vir —360° < 6 < 360°.

Bepaal vir elke funksie:

e Periode

e Amplitude

e Gebied en terrein
e - en y-afsnitte

e Maksimum en minimum draaipunte

1. f(0) = sin(6 + 30°)

Oplossing:

riode = 270°
360 — 970°
_360°
- 270°
3
k==
o 1
3
k= _Z
S .. 1

—360°  —300° —240° = —120° 6 0° 60° 120° L 240°
14

Vir f(0) = sin(6 + 30°):
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Periode: 360°
Amplitude: 1

Gebied: [—360°; 360°]

;1]
210° 0); (—30°;0); (150°; 0); (330°; 0)

Terrein:
z-afsnitte:

Maks. draaipunt: 300° 1); (60°;1)

-

-1

(=
y-afsnitte: (0°; )

(=

(—120°; —1); (240°; —1)

Min. draaipunt:
2. g(0) = sin(0 — 45°)
Oplossing:

1y 17_\ v =sing
7—1-1\ ; | ; ; | | 0
—360°  —300° —240° = —120° — 0° 60° 120° C 240° 3 360°
-1
2 = sin(8 + 30°)

Vir g(0) = sin(f — 45°):

Periode: 360°
Amplitude: 1

Gebied: [—360°; 360°]

;1]
315° 0); (—135°;0); (45°;0); (225°; 0)

Terrein:

z-afsnitte:

’x/i
300°; 1); (—225°; 1); (135% 1)
45° —1); (315°; —1)

[~

[-1

(=
y-afsnitte: (0°; —=)
Maks. draaipunt: (—

Min. draaipunt: (—
3. h(#) = sin(f + 60°)

Oplossing:

Y .
y1 = sinf
m 5

—360° —300° —240 —180 —120°_~—60° <\»O° 60° 120° 180° 240° 300° 360°
=1

y2 = sin(0 + 60°)

Vir h(6) = sin(6 + 60°):

Periode: 360°
Amplitude: 1
Gebied: [—360°; 360°]

Terrein: [—1;1]
(— 240° 0); (—60°;0); (120°;0); (300°; 0)
ﬁ)
2
Maks. draaipunt: (—300°;1); (—330°;1); (30%; 1)
Min. draaipunt: (—150°; —1); (210°; —1)

z-afsnitte:

y-afsnitte: (0°;
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Teken van sinusgrafieke

Oefening 5 — 23: Die sinusfunksie

1. Teken die volgende grafieke op verskillende asse:
a) y= 28111 vir —360° < 6 < 360°

b) f(0) =3 sm(9 —45°) vir —90° < 6§ < 90°
c) y =sin(fd + 90°) 4+ 1 vir 0° < 0 < 360°
d) y = sin(—32) vir —180° < 6 < 180°
e) y =sin(30° — ) vir —360° < 6 < 360°
Oplossing:
a)
y2 = 2sin(§)
b)
1y__ y1 = sin 6
1 . o
Yo = 5 sin(f — 45°)
e
= - 0°30° 60° 90°
-1 4

o)

Qy‘ y1 = sin@

1 _+4

1 1 1 1 \ \ 1 1 1 1 = 0
0°30° 60° 90° 120°150° 180° ° 240° 270° 300° 336° 360°
7 Yo = sin(f + 90°) + 1
d)
Yy .
=sind
14 Y1
~ I I = 0
—180 120° —60° 0 60° 20° 180°
—1 4+
Yo = sin(—%o

e)
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yi = sind

+ + + + t 0
120° 240° 300° 360°

Yo = sin(30° — 0)

2. Gegewe die grafiek van die funksie y = asin(6 + p), bepaal die waardes van a
en p.

0 I I o
90 180° 70° 360°

Kan jy hierdie grafiek beskryf in terme van cos 62

Oplossing: a = 2; p =90° .. y = 2sin(f + 90°) en y = 2cos b

5.6 Kosinusfunksies

Hersiening

Funksies van die vorm y = cos 6 vir 0° < 6§ < 360°

Funksies van die vorm y = a cosf + ¢

Oefening 5 — 24: Hersiening

Teken akkurate grafieke van elkeen van die volgende funksies, vir 0° < 6 < 360°, op
verskillende assestelsels.

e Gebruik tabelle indien nodig.

e Gebruik grafiekpapier indien beskikbaar.

Bepaal ook die volgende vir elke funksie:

e Periode

e Amplitude
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o Gebied en terrein
e - en y-afsnitte

e Maksimum en minimum draaipunte

1. y1 = cosf

Oplossing:

Yy
1<‘\ ‘70089_)

0
T T T T T T T T T T
l»()O 30° 60° 90° °150° 180° 210° 240° 270° 300° 330° 360°

—1

Period: 360°
Amplitude: 1
Gebied: [0°;360°]
Terrein: [—1;1]
z-afsnitte: (90°;0); (270°;0)
0°%1)

I
I

y-afsnitte

(
Maks. draaipunt: (0°;1);(360°;1)
£ (180°; —1)

Min. draaipunt

2. yg = —3cosf

Oplossing:
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3. y3 =cosf + 2

Oplossing:

Period: 360°
Amplitude: 1
Gebied: [0°; 360°]
Terrein: [—3; 3]
x-afsnitte: geen
y-afsnitte: (0°; 3)
Maks. draaipunt: (0°;3); (360°; 3)
Min. draaipunt: (180°%; —3);

34 y3 = cosf + 2
2,,
1‘\ /yl_-cose
——
0°30° 60° 90° T20° 150° 180° 210° 246% 270° 300° 330° 360°
—1 +
Period: 360°
Amplitude: 1
Gebied: [0°; 360°]
Terrein: [1; 3]
x-afsnitte: geen
y-afsnitte: (0°; 3)
Maks. draaipunt: (0°;3); (360°; 3)
Min. draaipunt: (180°; 1);
4. yq = %cos@—l
Oplossing:
Iy‘\ /1“19
— — e+

T
2302 _60° 90° ° 150° 180° 210° 270° 300° 330°366°
| Yy = % cosf — 1
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Period: 360°

1
Amplitude: s
Gebied: [0°;360°]
1 3
Terrein: [—=: —2
errein: | 5 2]
x-afsnitte: geen
1
y-afsnitte: (0°; —=)
2
1 1
Maks. draaipunt: (0°; _5); (360°; —5)
Min. draaipunt: (180°; —g);

Funksies van die vorm y = cos(k#)

Ontdek die eienskappe

Oefening 5 — 25: Kosinusfunksies van die vorm y = cos k6

1. Skets die volgende funksies vir —180° < 6 < 180°. Vir elke grafiek bepaal:

e Periode

Amplitude

Gebied en terrein
e 1- en y-afsnitte

e Maksimum en minimum draaipunte

a) f(0) = cos26

b) g(0) = cosg

c) h(0) = cos(—20)

d) k(0) = cos ¥
Oplossing:

a)

T T T T T T T T T
0
—180%150% M0%-90°—$0°—30° <\>0°30° ° 90° ° 150° 180°
=l

y = cosf

Vir f(0) = cos 26:
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Periode: 180°

Amplitude: 1
Gebied: [~180°; 180°]
Terrein: [—1;1]
x-afsnitte: (—135%;0); (—45°;0); (45°;0); (135°;0)

180°; 1); (0°; 1); (180°; 1)
90°%; —1); (90°; —1)

[-

[-

(=
y-afsnitte: (0°;1)
Maks. draaipunt: (—

(=

Min. draaipunt:

0
4 — ¢
—180%150%120*>90°-60°-30° [0°30° 60° 90° ° 150° 180°
—1 4+

y = cosf
Vir g(0) = cos g:
Periode: 1080°
Amplitude: 1
Gebied: [—180°;180°]
1
Terrein: [5; 1]

z-afsnitte: geen
Maks. draaipunt: (0°;1)
Min. draaipunt: geen

3
<
54k
2
Vil =
=
<
| =
Il
Q
| (=}
w
2 BN
|
| [~}
&)
=
=)

y = cosf

Vir h(0) = cos(—26):

Periode: 180°

Amplitude: 1
Gebied: [—180°; 180°]
Terrein: [—1;1]
x-afsnitte: (—135%;0); (—45°;0); (45°;0); (135°;0)

—180°;1); (0°;1); (180°%; 1)
—90°%;—1); (90%; —1)

[-

[

(
y-afsnitte: (0°; 1)
Maks. draaipunt: (

(

Min. draaipunt:
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m(g) — COSE
1 1 ‘ 1 1 —F \ 1 1 0
—1805450=120%-90°—60°—30° J[0°30° 60° 90° °\158°\@°
-1

y = cosf

Vir k(0) = cos 2¢:

Periode: 480°
Amplitude: 1

Gebied: [—180°; 180°]

Terrein: [—
x-afsnitte: (—120°;0); (120°;0)
y-afsnitte: (0°;1)

(0% 1)

Min. draaipunt: geen

Maks. draaipunt:

2. Bepaal die waarde van k vir elke grafiek van die vorm f(6) = cos k6:

a)
Yy
1
ANYA \ /N
—3% 270° — 1W M 2700\O
—1 4
b)
Y
/ \A(135°;0>
% % % % % % % 6
—3Q0° —270° —180° —90° 0° 90° 18Q° 270°
14
Oplossing:
a)
720°
Periode =
eriode = 3 volledige golwe
= 240°
360°
= 240°
A 0
~360°
- 240°
_ 9
S 2
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Vir y = cos 6
0 = cos 90°
Dus vir A(135°%;0) 90° = k x 135°
90°
T 135°

Funksies van die vorm y = cos (6 + p)

Ontdek die eienskappe

Oefening 5 — 26: Kosinusfunksies van die vorm y = cos(6 + p)

Teken die volgende funksies vir —360° < 6 < 360°.

Bepaal vir elke funksie:

Periode

Amplitude

Gebied en terrein

z- en y-afsnitte

Maksimum en minimum draaipunte

1. f(0) = cos(f + 45°)
Oplossing:

f(0) = cos(0 + 45°)

t t t t 0
1802 2 300° 360°
Y1 = cosf

Period: 360°
Amplitude: 1
Gebied:

[
Terrein: |
z-afsnitte: (—315°;0); (—1507;0); (30°;0); (210°;0)
y-afsnitte: (0°;1)
Maks. draaipunt: (
Min. draaipunt: (—225% —1); (135°; —1)

|

(I
t
[©]
[t
~—
2
w
—_
(@)
€]
=
~
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2. g(0) = cos(6 — 30°)
Oplossing:

Yy
\ /)—<‘ Y1 = cosf
; ; ; . . " . . .

t t t t t
—360° —300° — —180°  —120° ~—60° <\>0° 60° ° 180° 300° 360°
=il

9(8) = cos(f — 30°)

0

Period: 360°
Amplitude: 1
Gebied: [—360°; 360°]

Terrein: [—1;1]
(—240°; 0); (—60°; 0); (120°; 0); (300°; 0)
é)
2
Maks. draaipunt: (—330°;1); (30%;1)
Min. draaipunt: (—150°; —1); (210°; —1)

z-afsnitte:

y-afsnitte: (0°;

3. h(8) = cos(f + 60°)

Oplossing:

h(0) = cos(f 4 60°
t t t t t t 0

y1 = cosf

Period: 360°
Amplitude: 1

Gebied: [—360°; 360°]

Terrein: [—1;1]

z-afsnitte: 330° 0); (—150°;0); (30°;0); (210°; 0)

Maks. draaipunt: (—60°;1); (300°;1)

240° 1); (120% —1)

(=
y-afsnitte: (0°; )

(=
Min. draaipunt: (—

Skets van kosinusgrafieke

Oefening 5 — 27: Die kosinusfunksie

1. Teken die volgende grafieke op verskillende asse:
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a) y = cos(f + 15°) vir —180° < 6 < 180°

b) f(#) = 3 cos(6 — 60°) vir —90° < 6 < 90°
c) y= —2cosf vir0° < 6 < 360°

d) y = cos(30° — 0) vir —360° < 6 < 360°

e) g(f) =1+ cos(d —90°) vir 0° < 6 < 360°

f) y = cos(26 4 60°) vir —360° < 0 < 360°

Oplossing:
a)
y
- —
/ \f cos @
—t— St — 0
—180=150%12(0=-90°-60°-30° |0°30° 60° 90 ° 150° 180°
—1 4+
y = cos(f + 15°)
b)
Y
y = cosf
A ——t+—— 0
—90°—60°-30° [0°30 P
1 £(8) = 1 cos(6 — 60°)
0
Y
2 g1
= cosf
i y/)
—t —f—F—F+—+ ——t— 0
0°30° 60° ° ? 2703300° 330° 360°
1
—9 4
d)

y = cos(30° — 0)
= cos (—(6 — 30°))
= cos (0 — 30°)

Y
/*“ 91=W

: : : : : : : : :
P . WO J[oo 60° D\_80° S000  360°
=l

y = cos(30° — 6)

e)
Y
27 (6) =1 + cos(f — 90°)
] =
————t——t—f—F———F——+— 0
0°30° 60° 90° 120° 150° 180° 210° 2469 270° 300° 330° 360°
=19 y = cosf
o
f)
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y1 = cosf

t t t t 4
180° 2 300° 360°

y = cos(260 + 60°)

0 : | | | | | 0

452~ 90°  135° 180° 225° 270° ™\315° 360°
-1 -

a) Audrey besluit dat die vergelyking vir die grafiek 'n kosinusfunksie van die
vorm y = acos 6 is. Bepaal die waarde van a.

b) Megan dink dat die vergelyking vir die grafiek 'n kosinusfunksie van die
vorm y = cos(f + p) is. Bepaal die waarde van p.

c¢) Wat kan hulle hieruit aflei?

Oplossing:
a) a=—1
b) p = —180°

) cos(f — 180°) = — cos b

5.7 Tangensfunksies

Hersiening

Funksies van die vorm y = tan 6 vir 0° < 6§ < 360°

Funksies van die vorm y = atan + ¢

Oefening 5 — 28: Hersiening
Teken elkeen van die volgende funksies vir 0° < 6 < 360° akkuraat op aparte asse:

e Gebruik tabelle indien nodig.

e Gebruik grafiekpapier indien beskikbaar.

Bepaal ook die volgende vir elke funksie:

e Periode
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e Gebied en terrein
e 1- en y-afsnitte

e Asimptote

1. ylztane—%

Oplossing:

0
Period: 180°
Gebied: [0°;360°]
Terrein: [—o0; o0]
x-afsnitte: (26,6°;0); (206,6°;0)
1
y-afsnitte: (0°; —5)
asimptote: 90°; 270°
2. yp = —3tand
Oplossing:
y .
5 ) i i
I I
24t l :
I I
I I
T l l
I I
- ! ! ‘ 0
0 9h° 180 270° 360°
-7 i i
I I
-2+ l l
I I
I I
=5 l l
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Period: 180°

Gebied: [0°;360°]

Terrein: [—o0; o0]
z-afsnitte: (0°;0); (180°;0); (360°;0)
y-afsnitte: (0°;0)
asimptote: 90°; 270°

3. y3 =tanf + 2

Oplossing:

I
I
1t i
|
O T 9
0 9|:]o
—1 + I
Period: 180°
Gebied: [0°;360°]
Terrein: [—o0; o0
x-afsnitte: (116,6°;0); (296,6°;0)
y-afsnitte: (0°;2)
asimptote: 90°; 270°
4, yy=2tanf — 1
Oplossing:
y
I
2 T l
I
I
14 i
|
o T 9
0 / gq)o
~1 4 I

270 5.7. Tangensfunksies




Period: 180°

Gebied: [0°;360°]

Terrein: [—o0; 0]
x-afsnitte: (26,6°;0); (206,6°;0)
y-afsnitte: (0°; —1)
asimptote: 90°; 270°

Funksies van die vorm y = tan(k6)

Ontdek die eienskappe

Oefening 5 — 29: Tangensfunksies van die vorm y = tan k6

Skets die volgende funksies vir —180° < 6 < 180°. Vir elke grafiek bepaal:

Periode

Gebied en terrein

x- en y-afsnitte

Asimptote

1. £(6) = tan26

Oplossing:

[
|
|
|
|
|
|
[
[
!
|
—180°—-135%7-90° —él A+ 4p° /90° 135°/180°
|
|
|
|
|
|
|
|
[
[

|

S Gk W N
L
I
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Period: 90°

Gebied: [—180°; 180°]

Terrein: [—o0; o0]
z-afsnitte: (— 180° 0); (—90°;0); (0°; 0); (90°; 0); (180°; 0)
y-afsnitte: (0°;0)

asimptote: — 1350, —45°:45°;135°

2. g(0) =tan 3

Oplossing:

35° 139°

o
@4,
(@n]
°
T
—_
|
T
I
=g
o
O
=
o
T T | e

Period: 240°

Gebied: [—180°; 180°]

Terrein: [—o0; o0
x-afsnitte: (0°;0)
y-afsnitte: (0°;0)
asimptote: — 120°;120°

3. h(0) = tan(—26)

Oplossing:
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| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
[ [ [
I 1\ 31 I
| | |
| | |
| | |
| | |
1 1

i
|
|
|
|
|
I
|
|
|
AN ! oo
—180%:-185° —90 —41531 + \ 45° 90°\135° 180°
| | |
|
|
|
|
|
I
|
|

|
I I I
| | |
| | |
| I 4 4+ |
| | 4 |
| | |
| | |
I I I
I I I

Period: 90°

Gebied: [—180°; 180°]

Terrein: [—o0; 0]
x-afsnitte: (—1807;0); (—90°;0); (0%;0); (90%;0); (180°;0)
y-afsnitte: (0°;0)
asimptote: — 135°%; —45°;45°;135°

_ 0
4. k(f) = tan %

Oplossing:

!
I
|
|
|
|
|
|
I
I
|
|
]

|

| | | | | 9
T T T T T ] T
—180°—-185° —902~<45>1 + 45° 90° 135° 180°

|

|

|

4 |

—4 I
|

|

I

I

Period: 270°

Gebied: [~180°; 180°]

Terrein: [—o0; o]
x-afsnitte: (0°;0)
y-afsnitte: (0°;0)
asimptote: — 135°;135°
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Funksies van die vorm y = tan (6 + p)

Ontdek die eienskappe

Oefening 5 — 30: Tangensfunksies van die vorm y = tan(6 + p)

Teken die volgende funksies vir —360° < 6 < 360°.

Vir elke grafiek bepaal:

e Periode
o Gebied en terrein
e - en y-afsnitte

e Asimptote

1. f(0) = tan(0 + 45°)

Oplossing:

/

t
—360°—3

1
1
1
1
1
1
1
1
j:
L L L 1 L L
e
5o 2" 225°- 180°— 185° —90° 4521 |-
i —dl
i -3 1
1 41
| -5
1
1

Period: 180°

Gebied: [—360°; 360°]

Terrein: [—o0; o0
z-afsnitte: (—225°%;0); (—45°;0); (135°;0)(315°;0)
y-afsnitte: (0°;0)
asimptote: — 315°; —135°;45°; 225°

: j
8 ﬁ/m" 180° 2

.,

——t—+
57/315° 360°

_________;-___________
-~

cocoocooootidbococooasos

cocoocooooidbocaoooosoo

2. g(0) = tan(f — 30°)

Oplossing:
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
: j Ly j : =
73‘60/“7315(’7270 4220 80°7135°790° +452 11 45°  90°
i 2+
' -3
1 41
i -5+
1
1

Period: 180°
Gebied: [—360°; 360°]

e J
35"/080/" 225° 270° |

-—-——-——-u,-—-—-—-——-
=1
\;
o
At
d

cocoocoooomm|boocoocooasoo

Terrein: [—o0; o0]
g-afsnitte: (—330°;0); (—150% 0); (30°; 0)(210°; 0)
y-afsnitte: (0°; —0,58)

asimptote: — 315°; —135°;45°; 225°

3. h(#) = tan(6 + 60°)

Oplossing:

1 1
1 1
1 1
| |
1 1
1 1
| |
1 1
1 1 /
1 1
— f —L— ; f
—360°+315°, 70°7225°—180 +135°,290° —45%1 +
1 1
| | =% 4
1 1 4
| | -3
1 1 —4 +
i | -5
1 1
1 1

Period: 180°
Gebied: [—3600- 360°]

. . j
4574( 135° 180°

-,

A
25/0{ 315° 360°

—o—mm—mmmoge|beom e = =22

Terrein: [—o0; o0]
z-afsnitte: (— 240° 0); (—60°; 0); (120°; 0)(300°; 0)
y-afsnitte: (0°;1.73)

asimptote: — 330°; —150°; 30°; 210°

Die skets van tangensfunksies

Oefening 5 — 31: Die tangensfunksie
1. Teken die volgende grafieke op verskillende asse:
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=tanf — 1 vir —90° < 0 < 90°

a) y

= —tan 260 vir 0° < § < 90°

b) f(0)

vir 0° < 0 < 360°

tan(6 + 45°)
d) y = tan(30° —0)

1
— 2

c) y

vir —180° < 6 < 180°

Oplossing:

a)

O
1 0
i
™
> @
{\o
k S o
‘\ - T/ i% |||||||||
[t
o
o
|||||||||||| e T 3
4 i
o
i BT
o™
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! —
I I I I I I I I I I I I
© 0 H MM N - ‘I_.n/_HQ_uA__..R_uﬁ_U 4\S

—
360°
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
N~ |
|
—180°—135™90° +

|

|

|

|

|

|

|

|

|

35° 180°

S
[e)
—_———— e —— — -

2. Gegewe die grafiek van y = a tan kf, bepaal die waardes van a en k.

£(0)

360°
(90°; —1

Oplossing:

az—l;kz%

Oefening 5 — 32: Gemengde oefeninge

1. Bepaal die vergelyking vir elk van die volgende:

a) f(#) =asinkfen g(d) =atanb
Y

f g
180°; 0)
0
\/
|
(45° -2 (135°;—11)

Hoofstuk 5. Funksies 277




b) f(6) = asinkf en g(6) = acos(f + p)

Y

(—90°2)

_fs0° 0 180°

feng

—_—
N
S

Cc) y = atankf

(90°;3)

d) y=acosf+q

9
o 180° 360°

Oplossing:

a) f(0) =32sin20en g(f) = —3 tanf
b) f(6) = —2sin6 en g(f) = 2 cos(f + 360°)
C) y= 3tang

d) y=y=2cosf +2

2. Gegewe die funksies f(6) = 2sinf en g(f) = cosf + 1:

a) Skets die grafieke van beide funksies op dieselfde assestelsel, vir 0° < § <
360°. Dui die draaipunte en afsnitte op die diagram aan.

b) Wat is die periode van f?
c) Wat is die amplitude van g?

d) Gebruik jou skets om te bepaal hoeveel oplossings daar is vir die vergely-
king 2sin 6 — cos# = 1. Gee een van die oplossings.

e) Dui op jou skets aan waar op die grafiek die oplossing vir 2sinf = —1
gevind kan word.

Oplossing:

a)
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3 €4
(90°;2) g
2 <
T f
i i — 0
i 90° 180 270° 60°
_2 .
(270°; —2)
_3 A
b) 360°
c 1
d) By # = 180°
e)

3. Die skets toon twee funksies f(0) = acosf en g(f) = tan6 vir 0° < 6 < 360°.
Punte P(135°;b) en Q(c; —1) 1€ op g(0) en f(6), respektiewelik.

Y

a) Bepaal die waardes van a, b en c.

b) Wat is die periode van g?

c) Los die vergelyking cosf = % grafies op en dui jou antwoord(e) op die
diagram aan.

d) Bepaal die vergelyking van die nuwe grafiek as g gereflekteer word rondom
die z-as en na regs geskuif word met 45°.

Oplossing:
a) a=2,b=—1enc=240°
b) 180°
) 6 = 60°; 300°
)

d) y = —tan(f — 45°)

4. Skets die grafieke van y; = —3sin(6 + 30°) en y» = cos(d — 60°), op dieselfde
assestelsel vir 0° < 6 < 360°.

Oplossing:
Y
1 4
A yl
| | | |
T T T I 0
01 o o o
1 270 399

Hoofstuk 5. Funksies 279




5.8 Opsomming

Oefening 5 — 33: Einde van die hoofstuk oefeninge

1. Wys dat as a < 0, dan is die waardeversameling (terrein) van f(z) = a(z + p)? +

a{f(z): f(z) € (—o0,q]}.
Oplossing:

(x+p)?>0
a(z+p)? <0
a(z+p)4+q<q
Sof(x) <gq

2. As (2;7) die draaipunt is van f(x) = —2z2 — 4ax + k, vind die waardes van die
konstantes a en k.

Oplossing: a = —2;k = —1

3. Die volgende grafiek word deur die vergelyking f(x) = axz?+ bx voorgestel. Die
koordinate van die draaipunt is (3;9). Toon data = —1 en b = 6.

Yy
1(3;9)

Oplossing:
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= —b2a
b
T 2
6a = —b
Substitueer (3;9) 9 = a(3)? + b(3)
9=9a+3b
9 =9a + 3(—6a)
9 =9a — 18a
9= —9a
So—1l=a
Sb=6

4. Gegewe: f(r) = 2% — 2z + 3. Gee die vergelyking van die nuwe grafiek wat
ontstaan wanneer:

a) die grafiek van f drie eenhede na links geskuif word.

b) die z-as drie eenhede na onder geskuif word.

Oplossing:

a) y=x+22+2
by y=2—-12+5

5. 'n Parabool met draaipunt (—1; —4) word vertikaal met 4 eenhede opwaarts ge-
skuif. Wat is die koordinate van die draaipunt van die verskuifde parabool?

Oplossing: (—1;0)

6. Trek die grafiek van die hiperbool gedefineer deur y = % vir -4 < z < 4.
Veronderstel die hiperbool word met 3 eenhede na regs en 1 eenhede af geskuif.
Wat is dan die nuwe vergelyking?

Oplossing:
Y
4
0 "
4
=551
7. Gebaseer op die grafiek van y = —% . 4-¢, bepaal die vergelyking van die grafiek

(z+p)
met asimptote y = 2 en = 1 en wat deur die punt (2; 3) gaan.
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___________

FecocoooooSlhaoos

Oplossing: y = (x—ll) + 2

8. Die kolomme in die tabel hieronder gee die y-waardes van die volgende funk-
sies: y = a®, y = a®! en y = a® + 1. Pas elke funksie by die korrekte kolom.

T A B C
-2 725 6,25 2,5
—-11] 35 | 25 1

0 2 1 0,4
1| 14| 04| 0,16
2 [ 1,16 | 0,16 | 0,064

Oplossing:
Kolom A: y = a® + 1; Kolom B: y = a®; Kolom C: y = a**!
9. Die grafiek van f(z) =1+ a . 2 (a is 'n konstante) gaan deur die oorsprong.

a) Bepaal die waarde van a.
b

C

)
) Bepaal die waardes van f(—15) korrek tot vyf desimale plekke.

) Bepaal die waarde van z, as P (z;0,5) op die grafiek van f |é.

d) As die grafiek van f 2 eenhede na regs geskuif word om die funksie h te
gee, skryf die vergelyking van h neer.

Oplossing:
a)
0=ax2"+1
S—1l=a
b)
f(—15)=—2-15 1
= 0,99997
)
0,5=—-2"+1
0,5 = 2%
Soo=-—1

d) h(z) = —2==2 41

282 5.8. Opsomming




10. Die grafiek van f(z) = a . b* (a # 0) het die punt P (2;144) op f.

a) As b= 0,75, bereken die waaarde van a.
b) Skryf dus die vergelyking van f neer.
c) Bepaal, korrek tot twee desimale plekke, die waarde van f(13).

d) Beskryf die transformasie van die kurwe van f na h as h(z) = f(—z).

Oplossing:
a) a =256
b) f(x) = 256 ()"
o f(13) = 6,08

d) Geskuif 2 eenhede regs

11. Deur gebruik te maak van jou kennis van die effekte van p en k, teken rowwe
skets van die volgende grafieke sonder om 'n tabel van waardes te gebruik.

a) y =sin 36 vir —180° < 0§ < 180°

b) y = —cos26 vir 0° < 6 < 180°

) y = tan 56 vir 0° < 6 < 360°

d) y = sin(f — 45°) vir —360° < 6 < 360°
e) y = cos(f + 45°) vir 0° < 6 < 360°

f) y = tan(d — 45°) vir 0° < 6 < 360°

g) y = 2sin 26 vir —180° < 4 < 180°

h) y =sin(f + 30°) 4+ 1 vir —360° < 6 < 0°

Oplossing:
a)
Yy
1
AN ANA
7&&/ 900\]]r W 180
b)
Y
|
0‘1 95° 1;0” !
=il
)
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: :
—3g09/ —270°

360°

180°

90°

—180°

1 1
180° 270° 360°

1
0 o

(e}
ﬁ
o
o
—
™
(e]
| O
~
N
o
1O
N
N
™
o o0
R ———————— = =
— S
S
> S
D o
©)
e g
< ©
Lo
| | | | |
™~ | | | |
TYTTNT
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I I I I
—360° —270° —180° —90°
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Trigonometrie

Hersiening

Trigonometriese identiteite
Reduksieformules
Trigonometriese vergelykings
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Opsomming




6  Trigonometrie

e Beklemtoon dat die area-/sinus-/kosinusreél nie 'n reghoekige driehoek vereis
nie.

e Moedig leerders aan om die toepaslike vorm van die area-/sinus-/kosinusreél te
gebruik.

e Herinner leerders daaraan dat hoeke in die Cartesiese vlak altyd gemeet word
vanaf die positiewe z-as.

e Belangrik om daarop te let dat:

— (270 £ x) nie ingesluit is in die afdeling oor die reduksieformules nie.

— tangens se ko-funksie nie ingesluit is nie.

e Herinner leerders om te kontroleer dat hulle antwoorde binne die gegewe inter-
val val.

e In die verkryging van die algemene oplossing, maak seker dat die oplossing in
die korrekte kwadrante en binne die gevraagde interval lé.

e Moenie alle driehoeke as ABC benoem nie. Leerders moet in staat wees om
die formules met verskillende notasies en in verskillende kontekste toe te pas.

e Moenie identiteite as vergelykings hanteer nie: MOENIE = teken tussen die twee
uitdrukkings van ‘n identeit gebruik nie. Hou die LK en die RK apart.

e Om identiteite te bewys, manipuleer ons gewoonlik die meer ingewikkelde uit-
drukking totdat dit dieselfde lyk as die eenvoudiger uitdrukking.

6.1 Hersiening

Oefening 6 — 1: Hersiening

1. As p = 49° en g = 32°, gebruik 'n sakrekenaar bepaal of die volgende bewerings
waar of vals is:

a) sinp+ 3sinp = 4sinp

C) cos(p — q) = cosp — cosq

d) sin(2p) = 2sinpcosp

Oplossing:
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LK =sinp + 3sinp
= sin49° 4 3sin49°
=0,754...4+2,264...
= 3,012
RK =4sinp
= 3,012
. LK =RK

sin g

LK =
cos q

sin 32°

cos 32°
~0,53...

S 0,84...
= 0,62
RK = tangq
= tan 32°
= 0,62
. LK =RK

LK = cos(p —q)
= cos(49° — 32°)
=cos 17°
= 0,96

RK = cosp — cosgq
= c0s49° — cos 32°
—0,65...—0,84. ..
— 0,19

- LK #RK

LK = sin(2p)
= sin 2(49°)
= sin 98°
=0,99

RK = 2sinpcosp
= 25in 49° cos 49°
=2x0,75...%0,65...
— 0,99

.. LK =RK

2. Bepaal die grootte van die volgende hoeke (korrek tot een desimale plek):
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a) cosa = 0,64 e) cos3p = 1,03

)
b) sinf +2 = 2,65 f) 2sin38+1=2,6
C) %cos 25 =0,3 )
Y _ it sin _ 42
d) tan 2 = sin cos 0 3
Oplossing:
a)
cosa = 0,64
o= cos 10,64
= 50,2°
b)
sinf + 2 = 2,65
sin @ = 0,65
.0 =sin"10,65
= 40,5°
o)
L cos2B8 =0,3
2 - )
cos 28 = 0,6
.28 =cos 10,6
=53,1°...
1
LB == 1°...
- B 5 X 53,
= 26,6°
d)
tang = sin 48°
=0,74...
0
L3 = tan=10,74. ..
=36,6°...
S0 =3x36,6°...
= 109,8°
e)
cos3p = 1,03

~.3p=rcos 11,03
= Geen oplossing
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2sin38+1=2,6

2sin38 = 1,6
sin38 = 0,8
.38 =sin"10,8
=53,1°...
1
S B==x531°...
B 5 &
=17,7°
g)
sin 6 2
— 4=
cos 6 3
c tanf = 2,66. ..
S0 =tan"12,66...
= 69,4°

3. In AABC, ACB = 30°, AC = 20 cm en BC = 22 cm. Die loodregte lyn vanaf

Asny BC by T.
Bepaal:
A
20 cm
OO
C T B
22 cm
a) die lengte van T'C
b) die lengte van AT
o) die hoek BAT
Oplossing:
a)
TC
In ACAT °=—
n AC cos 30 oA
_TIC
20
.. TC =20 x cos 30°
= 17,3 cm
b)
AT
In ACAT : i ° = —
n AC sin 30 CA
AT
20
AT = 20 x sin 30°
=10 cm
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c)

CB=CT+TB
22=173+T8B
TB=22-17,3
= 4,7 cm

~ AT
In ABAT : tanB = ——
n an BT

4. 'n Rombus het 'n omtrek van 40 cm en een van die binnehoeke is 30°.

a) Bepaal die lengte van die sye.
b) Bepaal die lengtes van die diagonale.

c) Bereken die area van die rombus.
Oplossing:
a)
40
Sylengtes = —
4
=10 cm

b) Die diagonale van 'n ruit halveer mekaar loodreg en halveer ook die interne
hoeke. Laat die kortste diagonaal 2z wees:

x
inl15° = —
S1n 10
c.x = 10sin 15°
.. Kortste diagonaal = 2 x 10sin 15°
= 95,2 cm
Laat die langste diagonaal 2y wees:
o Y
15° = =
COS 10
.y =10cos 15°
.. Langste diagonaal = 2 x 10cos 15°
= 19,3 cm

Area =bx h
=10 x 19,3 x sin 15°

=50 cm?

5. Vereenvoudig die volgende sonder die gebruik van 'n sakrekenaar.
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a) 2sin45° x 2 cos45°
b) cos? 30° — sin? 60°

)
)
c) sin 60° cos 30° — cos 60° sin 30° — tan 45°
)
)

d) 4sin60° cos 30° — 2tan 45° + tan 60° — 2 sin 60°
e) sin60° x v/2tan45° + 1 — sin 30°
Oplossing:
a)
2 45° x 2 45° = 2 x 1 X 2 X
sin cos = — —
Rl
1
=4 X
(v2)
_ 4
2
=2
b)
2
cos” 30° — sin” 60° = (?) - (—3>
=0
c)
sin 60° cos 30° — cos 60° sin 30° — tan 45° = ﬁ X \/—g - 1 X 1 =1
2 2 2 2
3 1
=°
4 4
1
- _1=
2
d)
4 sin 60° cos 30° — 2 tan 45° + tan 60° — 2 sin 60°
BB o iiivEoax V3
9 2 2
=3-2++v3-3
=1
e)
3 1
sin 60° x v/2tan45° + 1 — sin 30° = \/7— X /2(1)+1— 3
V3 1
= Yo V3—=
g XV3—3
31
2 2
=1

6. Gegee die diagram hieronder:
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B(2;2V/3)

Bepaal die volgende sonder die gebruik van 'n sakrekenaar:

a) B
b) cosf
) cos? 3+ sin? B3

Oplossing:
a)
tan 8 = g
x
tan g = %
2
— 3
B = 60°
b)
OB? = 22 +y? ( Pythagoras)
OB? = 2% + (2V3)?
=4+4(3)
=16
-.OB =4
cos B = OLB
2
4
1
2
o)

2
oo o (1N [2V3
cos? B +sin? § = (5) + (T)

_l’_

=
| 0o

7. Die 10 m leer van 'n brandweerwa leun teen die muur van 'n brandende gebou
teen 'n hoek van 60°. 'n Oop venster in die gebou is 9 m van die grond af. Sal
die leer tot by die venster kom?

Oplossing:
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h
i sin 60°

V3

2
_10v3

2
= 5v3

= 8,66 m .-. Nee, die leer is te kort.

6.2 Trigonometriese identiteite

Oefening 6 — 2: Trigonometriese identiteite

~oh

1. Vereenvoudig elk van die volgende tot een trigonometriese verhouding:

sin o

tan o
b) cos?ftan? 6 + tanZ 6 sin2 6

c) 1 —sinfcosftand

1 —cos? 3
) (o2 - s

Oplossing:
a)

sin a sin o

tan o tan o
sin «v
sin «v

COS «x
COS &

Sin &

=sina X

= COsS

cos? O tan? 0 + tan® 0sin® 0 = tan® 6 (COS2 0 + sin? 9)
= tan?6 (1)

= tan26

1 —sinfcosftanf =1 — sin f cos 6 (Sln9>
cos 6

=1 —sin%0

= cos® 0
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2. Bewys die volgende identiteite en noem die ontoelaatbare waardes of beperkings
waar van toepassing:

1+sind B cos
cosh  1—sinb

a)

b) sin?a + (cosa — tana) (cosa + tan @) = 1 — tan?a

9 1 cos Otan’6 — cosd
cos 6 1 N
2sin 6 cos 6 — inf + cosf — 1
sin@ + cosf sin @ + cos 6
cos 3 1
e) (sinﬁ —i—tanﬁ) cos 3 = S B
1 i 1 _ 2tand
1+4+sinf 1—sinf sinfcosh
) (14 tan®a)cosar 1
: (1 —tana)  cosa —sina
Oplossing:
a)
LK — 1+ sind
cos 6
(1 +sin0)) " (1 —sin®)
~ cosf 1—siné
1= sin? 0
~ cosf(1 —sinf)
B cos? 6
~ cosf(1 —sinf)
_ cosf
~ (1 —sin#d)
= RK
Beperkings: ongedefiniéer as cos = 0,sinf = 1 en as tan # ongedefiniéer
is.
Dus 0 # 90°; 270°.
b)

LK = sin® o 4 (cos o — tan a)(cos a + tan o)

2a —tan’

= sin® a + cos
=1—tan’a

= RK

Beperkings: ongedefiniéer as tan # ongedefiniéer is.
Dus 6 =£ 90°; 270°.

6.2. Trigonometriese identiteite




1 cosftan26
cos 6 1
1 —cos?0 x tan? 0

cos

LK =

sin? 0

1 — cos?0 x
cos? 0

cos 6
1 —sin?6
cosf
cos? 6

cos 0
= cosf

= RK

Beperkings: ongedefiniéer as cos @ = 0 en as tan § ongedefiniéer is.
Dus 0 # 90°; 270°.
d)
1
sin 6 + cos 6
sin? @ + sin 0 cos 6 + cos @ sin 6 + cos? § — 1
sin @ + cos 6
1+ 2sinfcosf — 1
sin 6 + cos 6
2sin 6 cos 0
sin 6 + cos 6
=LK

RK =sinf + cosf —

LK — <COSB N sinﬁ)

sinf8 = cosf
cos? B + sin? 8
- ( sin 3 cos 8 ) cos §
1
sin 3
= RK

1—sinf+1+sinf
(1+sind)(1 — sinb)
B 2
1 -—sin?6
2
~ cos?f

LK =

2tand

~ sinfcosé
2sin 0

sin 6 cos @ cos 0
2
cos2 6
. LK = RK
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(1 + tan? &) cos
(1 —tan )
g 73
B (1 + %ﬁ) cos «
(1-2a)

cos? a+sin? o
cos?

LK =

) COS «x

cos a—sin o
cos a

1 COS &
= X -
cosa  cosa — Sin o
1
cos @ — Sin «

= RK

6.3 Reduksieformules

Afleiding van reduksieformules

Oefening 6 — 3: Reduksieformules vir funksiewaardes van 180° 4 ¢

1. Bepaal die waardes van die volgende uitdrukkings sonder die gebruik van 'n
sakrekenaar:

a) tan 150° sin 30° — cos 210°
b) (1 4 cos120°)(1 — sin? 240°)
) cos?140° + sin? 220°

Oplossing:
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tan 150° sin 30° — cos 210° = tan(180° — 30°) sin 30° — cos(180° + 30°)
= —tan 30° sin 30° 4 cos 30°

(7)) +%

1 V3
:_%-1-7
_ 1 V3. V3
T BB 2
_ x/§ V3
~T6 Ty
_ —V3+3V3
6
_2v3
6
LB
3
b)

(1 + cos 120°)(1 — sin® 240°)

= (1 + cos(180° — 60°)) (1 — sin(180° + 60°))

= (1 — cos60°) (1 — sin®60°)

1 v3\’
= (1—§> (1— (7) )
1
-(3) (-3)

11

~271

1

~ 8

c)

cos® 140° + sin? 220° = cos?(180° — 40°) + sin?(180° + 40°)
= cos® 40° + sin® 40°
=1

2. Skryf die volgende in terme van 'n enkele trigonometriese verhouding:

a) tan(180° — 0) x sin(180° + )

b) tan(180°+-0) cos(180° —6)
sin(180°—6)

Oplossing:
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tan(180° — @) x sin(180° + 0) = — tan O x (—sin )
sin 0 .
=~2sp * (—sinb)
sin? 0

cos 6
1 —cos?6

cos 6

tan(180° + ¢) cos(180° — ) _ tanfcosf

sin(180° — 0) " sind
B % cosf
. sin @
sin 6

-  sind
=_1

3. Ast = tan40°, druk die volgende uit in term van ¢:

a) tan 140° + 3 tan 220°
cos 220°
sin 140°

Oplossing:
a)

tan 140° + 3 tan 220° = tan(180° — 40°) + 3 tan(180° + 40°)
= —tan 40° + 3 tan 40°
= 2tan40°
= 2

c0s220°  cos(180° + 40°)
sin 140°  sin(180° — 40°)
— cos 40°

sin 40°

_ sin40°\ !
N cos 40°
= — (tan40°) "

1

 tan 40°
1

t
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Oefening 6 — 4: Gebruik reduksieformules

1. Vereenvoudig die volgende:

tan(180° — 6) sin(360° + )
cos(180° + ) tan(360° — 0)
b) cos?(360° + 6) + cos(180° + ) tan(360° — ) sin(360° + 6)
sin(360° + «) tan(180° + «)
cos(360° — ) tan?(360° + )

Oplossing:
~ —tanfsinf
~ (—cos)(—tan6)
a) _ sind
~ cosf
= —tan6
b)

c0s2(360° + ) + cos(180° + 6) tan(360° — 6) sin(360° + )
= cos® 0 + (— cos 0)(— tan ) (sin 0)

= cos® 0 + (cos 0)(::;3)(811& 0)

= cos? 0 + sin’ 0
=1

sin(360° 4 «) tan(180° + «)
cos(360° — ) tan?(360° + )
sin o tan o

cos o tan? o
: sin o
—_ S & COS &

sin” o CoS &

CoS & sin? o

2. Skryf die volgende in terme van cos 3:
cos(360° — () cos(—p5) — 1
sin(360° + 3) tan(360° — 3)

Oplossing:

cos(360° — B) cos(—pB) — 1 cosffcosf — 1
sin(360° + B) tan(360° — B)  (—sin3)(— tan B)
—(1 —cos? )
W
—sin?B  cosf

sin? 3 1
= —cosf
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3. Vereenvoudig die volgende sonder die gebruik van 'n sakrekenaar.

cos 300° tan 150°
sin 225° cos(—45°)
b) 3tan405° + 2 tan 330° cos 750°
) cos 315° cos 405° + sin 45° sin 135°

sin 750°
d) tan 150° cos 390° — 2sin 510°
2sin 120° + 3 cos 765° — 2 sin 240° — 3 cos 45°

© 5 5in 300° + 3 tan 225° — 6 cos 60°
Oplossing:
a)
cos 300° tan 150°
sin 225° cos(—45°)
_ cos(360° — 60°) tan(180° — 30°)
~ sin(180° 4 45°) cos(—45°)
~ cos60°(— tan 30°)
"~ (—sin45°) cos 45°
3(75)
= 2 \/g
1 L)
V2 \V2
1,1
e
-1
2
1
V3
b)
3tan 405° + 2 tan 330° cos 750°
= 3tan(360° + 45°) + 2tan(360° — 30°) cos (2(360°) + 30°)
= 3tan 45° + 2(— tan 30°) cos 30°
sin 30°
— 4 [e] _ [e]
3tan45° — 2( o5 30° ) cos 30
= 3tan 45° — 2in 30°
1
=3(1)—21( =
(1) -2 )
=2
o)

cos 315° cos 405° + sin 45° sin 135°

sin 750°

c0s(360° — 45°) cos(360° + 45°) + sin 45° sin(180° — 45°)
sin (2(360°) + 30°)
cos 45° cos 45° + sin 45° sin —45°
sin 30°
cos? 45° + sin? 45°
sin 30°

Il
N ol =
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tan 150° cos 390° — 2sin 510°
= tan(180° — 30°) cos(360° + 30°) — 25sin (2(360°) + 150°)
= — tan 30° cos 30° — 2sin 150°

sin 30°

- _ (o] _ 2 ° 1 o _ o
o5 30° ¢ 30 sin(180° — 30°)

= —sin 30° — 2sin 30°

()

2sin 120° + 3 cos 765° — 2 sin 240° — 3 cos 45°
5 sin 330° + 3 tan 225° — 6 cos 60°
~ 2sin(180° — 60°) + 3 cos(45°) — 2sin(180° 4- 60°) — 3 cos 45°
B 5sin(360° — 30°) 4+ 3 tan(180° + 45°) — 6 cos 60°
2sin 60° + 3 cos 45° + 2 sin 60° — 3 cos 45°

—5sin 30° + 3 tan 45° — 6 cos 60°
4 sin 60°

—5sin 30° + 3 tan 45° — 6 cos 60°
()
=5(3) +3(1) -6 (3)
2V/3
— _5
2
= —2\/§ X 5

43
5

4. Gegee dat 90° < a < 180°, gebruik 'n skets om te help verduidelik waarom:

a) sin(—a) = —sina
b) cos(—a) = —cosa
Oplossing:
a)
Y
T 0 7
| _a/
|
|
(—a;=y) ]
sin(—a) = —2 (& in kwad 1)
r
= —sino
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cos(—a) = _7”” (I& in kwad I11)

= — COS
5. As t = sin43°, druk die volgende uit in term van ¢:

a) sin317°
b) cos? 403°
) tan(—43°)

Oplossing:
a)
sin317° = sin(360° — 43°)

= —sin43°
=—t

b)

cos? 403° = cos?(360° + 43°)

= cos? 43°
=1 —sin?43°
=1-1¢

o)

tan(—43°) = — tan 43°
sin 43°
cos 43°

t

1—¢2

=gt

]

Oefening 6 — 5: Ko-funksies

1. Vereenvoudig die volgende:

cos(90° + ) sin(f + 90°)
sin(—0)

2sin(90° — ) + sin(90° + x)

sin(90° — ) + cos(180° + )

a)

Oplossing:
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cos(90° + 0) sin(6 +90°)  —sinf cos 6

sin(—0) —sinf
= cosf

25in(90° — ) + sin(90° + x)
sin(90° — x) + cos(180° + x)
__2cosz+cosx

COSZT + COST
3 cosx

2coszx

3

2

2. Gegee cos 36° = p, druk die volgende uit in terme van p:

a) sin b4° c) tan 126°

b) sin 36° d) cos324°
Oplossing:

a)

sin 54° = sin(90° — 36°)
= cos 36°

=P

sin 36° = /1 — cos? 36°
== 1/1 —p2

sin(90° + 36°)

cos(90° + 36°)
cos 36°

— sin 36°

tan 126° =

cos 324° = cos(360° — 36°)
= cos 36°

=P
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Oefening 6 — 6: Reduksieformules

1. Skryf A en B elk as 'n enkele trigonometriese verhouding:

a) A =sin(360° — ) cos(180° — ) tan(360° + 6)
cos(360° + ) cos(—0) sin(—0)

cos(90° + 0)
c) Bepaal vervolgens:

b) B =

i. A+ B=...
i, 4=
* B
Oplossing:
a)
A = sin(360° — 6) cos(180° — 0) tan(360° + 6)
= (—sinf)(— cos 0)(tan §)
— sin 6 cos o
cos 6
= sin? 4
b)
B cos(360° 4 ) cos(—0) sin(—0)
N cos(90° + )
_ cosflcosB(—sinb)
- —sin 6
_ cos® @ sin 0
~ sinf
=cos’ 0
= cos? 0
o i

A+ B = cos’6 + sin®0

=1
ii.
é . sin? 6
B cos20
= tan® 0

2. Skryf die volgende as 'n funksie van 'n skerphoek:

a) sin163° C) tan248°

b) cos327° d) cos(—213°)
Oplossing:

a)

sin 163° = sin(180° — 17°)

=sinl7°
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cos 327° = cos(360° — 33°)

= cos 33°

tan 248° = tan(180° + 68°)
= tan 68°

cos(—213°) = cos 213°
= cos(180° + 33°)

= —cos 33°

3. Bepaal die waarde van die volgende, sonder die gebruik van 'n sakrekenaar:

sin(—30°) o ) (1 — cos30°)(1 — cos210°)
a tan(150°) + cos 330
b) tan 300° cos 120° d) cos780° — (sin 315°)(cos 405°)
Oplossing:
a)
sin(—30°) —sin 30°
—= 330° = 360° — 30°
tan(150°) <% tan(180° — 307 T < )
—sin 30° o
= “tanzoe T
sin 30° o
= Sin 300 + cos 30
cos 30°
= cos 30° + cos 30°
= 2co0s 30°
s <¢_§>
2
V3
b)

tan 300° cos 120° = tan(360° — 60°) cos(180° — 60°)
= (—tan60°)(— cos 60°)
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(1 —cos30°)(1 — cos210°)

= (1 —c0s30°)(1 — cos(180° 4 30°))
= (1 —c0s30°)(1 + cos30°)

=1 — cos?30°

= sin? 30°

cos 780° — (sin 315°)(cos 405°)
= ¢0s(2(360°) + 60°) — (sin(360° — 45°))(cos(360° + 45°))
= cos 60° 4 sin 45° cos 45°

=(2)* () (%)
() )

1

4. Bewys dat die volgende identiteit waar is en meld enige beperkings:
sin(180° 4 «) tan(360° + «) cos &
cos(90° — )

=sinw
Oplossing:
_ sin(180° + a) tan(360° + ) cos

cos(90° — )
(—sina) tan a cos «

LK

sin «v

6.4 Trigonometriese vergelykings

Oefening 6 — 7: Oplos van trigonometriese vergelykings

1. Bepaal die waardes van « vir a € [0°; 360°] as:
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a) 4cosa =2 d) cosa+ 0,939 =0

b) sina + 3,65 = 3 e) Ssina =3
Q) taunozz&')%1 f) %tana:—l,él
Oplossing:
a)
dcosa =2
cosa =

verw Z = cos ! 0,5

= 60°
o= 60°
In die vierde kwadrant:
a = 360° — 60°
= 300°
a = 60°; 300°
b)
sina + 3,65 =3
sina = —0,65
verw Z = sin” ! 0,65
= 40,5°
In die derde kwadrant:
a = 180° 4 40,5°
= 220,5°
In die vierde kwadrant:
o = 360° — 40,5°
= 319,5°
o = 220,5°; 319,5°
¢)
t 5 L
no=>5—
an o 1
tana = —5,25
verw / = tan~ 15,25
=79,2°
cLa=179,2°

In die derde kwadrant:
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o = 180° + 79,2°
= 259,2°

a =179,2°;259,2°
d)

cosa+ 0,939 =0
cosa = —0,939
verw / = cos™ ' 0,939
=20,1°

In die derde kwadrant:

a = 180° +20,1°
= 200,1°

In die vierde kwadrant:

a = 360° —20,1°
= 339,9°

a = 200,1°; 339,9°

e)

5sina = 3

w

sina = —

verw / = sin”! (g)

= 36,9°
coo=36,9°

ot

In die tweede kwadrant:

o = 180° — 20,1°
= 143,1°

o = 36,9°;143,1°

1
=t =-14
5 Ve ;

tana = —2,8
verw / = tan" 12,8
=70,3°

In die tweede kwadrant:

6.4. Trigonometriese vergelykings




o = 180° — 70,3°
= 109,7°

In die vierde kwadrant:

a = 360° — 70,3°
= 289,7°

o = 109,7°; 289,7°

2. Bepaal die waardes van 6 vir 6 € [-360°; 360°] as:

a) sinf = 0,6 d) sin @ = cos 180°
b) cosf + % =0
c) 3tanf = 20 e) 2cosf =2
Oplossing:
a)
sinfd = 0,6
verw Z = sin" 1 0,6
= 36,9°
.0 =36,9°

In die tweede kwadrant:

0 = 180° — 36,9°
= 143,1°

Negatiewe hoeke:

0 = 36,9° — 360°
= —323,1°
en 6 = 143,1° — 360°
= -216,9°

9 = —323,1°; —216,9°; 36,9°; 143,1°

b)
3
cos 0 + 1= 0

3

cosf = 1
3
Z=cost|Z

verw cos (4)
=41,4°

In die tweede kwadrant:
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0 = 180° — 41,4°
= 138,6°

In die derde kwadrant:

0 = 180° + 41,4°
= 221,4°

Negatiewe hoeke:

0 = 138,6° — 360°
— oL P

en f = 221,4° — 360°
= —138,6°

9 = —221,4°; —138,6°; 138,6°; 221,4°

C)
3tanf = 20
20
tanf = —
an 3
verw / = tan"! (@)
3
= 81,5°
0 = 81,5°

In die derde kwadrant:

0 = 180° + 81,5°
= 261,5°

Negatiewe hoeke:

0 = 81,5° — 360°
— 978 5°
en # = 261,5° — 360°
= —98,5°

0 = —278,5°;,—98,5°; 81,5°; 261,5°
d)

sin § = cos 180°
sinf = —1

verw Z =sin~* (1)
= 90°
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In die derde kwadrant:

6 = 180° + 90°
= 270°

Negatiewe hoeke:

6 = 270° — 360°
= —90°

9 = —90°; 270°

e)
2cosf =
cosf =

2
verw / = cos ™! (5>

= 66,4°
0 = 66,4°

U DN O] o~

In die vierde kwadrant:

6 = 360° — 66,4°

= 293,6°
Negatiewe hoeke:
0 = 66,4° — 360°
= —293,6°
en f = 293,6° — 360°
= —66,4°

0 = —293,6°; —66,4°;66,4°; 293,6°

Die algemene oplossing

Oefening 6 — 8: Algemene oplossing

1. e Vind die algemene oplossing vir elke vergelyking.

e Vind vervolgens al die oplossings in die interval [—180°; 180°].
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a) cos(f + 25°) = 0,231 f) cosf =—1
b) sin2a = —0,327

)
! g tang =0,9
) 2tan = —2,68
d) cosa =1 h) 4cosf +3 =1
e) 4sinf =0 i) SiﬂZ@z—‘/Tg
Oplossing:
a)

cos(f 4 25°) = 0,231
verw / = 76,64°
kwad I: 6+ 25° = 76,64° + n . 360°,n € Z
.0 =51,64° +n . 360°
-0 = —128,36° 51,64°
kwad IV: 6 + 25° = 360° — 76,64° +n . 360°,n € Z

.0 =25836° 4+ n . 360°

.0 =-101,64°

0 = —128,36° —101,64°; 51,64°

b)
sin 2a = —0,327
verw Z = 19,09°
kwad lll:  2a = 180° 4+ 19,09° + n . 360°,n € Z
2a0 =199,09° + n . 360°
coa=99,55%° +n . 180°
o= —80,45°;99,55°
kwad IV:  2a = 360° — 19,09° +n . 360°,n € Z
2c0 = 340,91° + n . 360°
o= 170,46° +n . 180°
- a = —9,54% 170,46°
0 = —80,45°; —9,54°;99,55°; 170,46°
o)
2tanf = —2,68
tanf = —1,34
verw Z = 53,27°
kwad Il: 6 =180° — 53,27° +n . 180°,n € Z
0 =126,73° +n . 180°
.0 = —5327°:126,73°
0 = —53,27°;126,73°
d)

cosa =1
verw / = 0°
kwad I/IV:  a=0°+n.360°n¢cZ
SLa=0°

a=0°
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4sinf =0
verw / = 0°
kwadl: 6=0°+n.360°,n€Z
kwad Il: 6 =180°+n.360°,n € Z

0 = —180°;0°; 180°

f)
cosf = —1
verw £ = (Q°
kwad I/lll: 6 =180° +n . 360°,n € Z
6 = —180°; 180°
g
0
tan — =
an2 0,9
verw /£ = 42°
kwad I: g =42°4+n.180°,n € Z
0 =84° +n . 360°
kwad IlI: g =180° +42° +n .180°,n € Z
9 [e] o
5 =222"4+n . 180
.0 =444° +n . 360°
0 =84°
h)
4cosf+3=1
4cosf = —2
1
0=——
cos 5
verw £ = 60°
kwad Il: 6 = 180° —60° +n . 360°,n € Z
.0 =120° +n . 360°
kwad Ill: 6 = 180° + 60° +n . 360°,n € Z
.0 =240° 4+ n . 360°
6 = —120°;120°
i)
3
sin 20 = —£
verw £ = 60°
kwad lll: 20 = 180° + 60° +n . 360°,n € Z

20 = 240° + n . 360°
5.0 =120°+n . 180°
kwad IV: 0 = 360° — 60° +n . 360°,n € Z
20 = 300° + n . 360°
5.0 =150° +n . 180°
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0 = —60°; —30°; 120°; 150°

2. Vind die algemene oplossing vir elke vergelyking.

a) cos(f +20°) =0 d) cos(a — 25°) = 0,707

b) sin3a = —1 e) 2sin ¥ = —1

c) tan4f = 0,866 f) 5tan(B8 + 15°) = %
Oplossing:

a)

cos(f +20°) =0
verw / = 0°
S 0+20°=0°+n.360°n€Z
.0 =—-20°+n.360°

0 = —20° +n . 360°
b)

sin3a = —1
verw / = 90°
2.3a=90°+n.360°,ne€Z
Soa=30°4n.120°

a=30°+n.120°

c)

tan 48 = 0,866
verw Z = 41°
4B =41°+n.180°,n € Z
. B=1025°+n.45°
kwad lll: 45 =180° +41° +n . 180°,n € Z
=221°+n.180°
.8 =5525°+n.45°

B =10,25° +n . 45° of B = 55,25° + n . 45°
d)

cos(a — 25%) = 0,707
verw / = 45°
Sooa—25°=45°+n.360°,n €Z
Soa=T0°+n . 360°
kwad IV: o — 25° = 360° — 45° +n . 360°,n € Z
= 340° + n . 360°

a="70°+n.360° of a = 340° +n . 360°
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30
2sin — =—1
sin 5

verw £ = 30°
30 [} (o] (0]
kwad Il 5 = 180° 4+ 30° +n . 360°,n € Z
2
w.0= 3 (210° + xn . 360°)
= 140° +n . 240°

kwad IV: %0 =360° —30° +n.360°,n € Z

2
5 (330° + 1. 360°)
= 220° + n . 240°

0=

0 = 140° + n . 240° of 6 = 220° + n . 240°
f) B=15°+mn.180°

Oefening 6 — 9: Oplos van trigonometriese vergelykings

1. Vind die algemene oplossing vir elk van die volgende vergelykings:

a) cos20 =0 f) 3sina = —1,5
b) sin(a + 10°) = %3 ) sin28 = cos(B + 20°)
Q) 2cos§ —v3=0 h)05tan9+25—17
d) 3tan(8 —30°) = —1 i) sin(3a — 10°) = sin(a + 32°)
e) 5cosf = tan 300° j) sin28 = cos2p
Oplossing:
a)
cos20 =0

verw Z = 90°
kwad I/ll: 20 =90° + k. 360°, k € Z
.0 =45° + xk . 180°
= 140° + k . 240°
kwad II/IV: 20 = 270° + k . 360°, k € Z
5.0 =135°+k . 180°

0 = 45° 4+ k . 180° of @ = 135° + k . 180°
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sin(a + 10°) = ?

verw Z = 60°
kwad I: o+ 10°=60°+k.360°, k€ Z
oo =50° 4+ xk . 360°
kwad Ill: o + 10° = 120° + k . 360°, k € Z
soa=110°+ k. 360°

a =50°+k . 360° of « = 110° + k . 360°

c)
0
2 cos 5~ V3=0
2 2
verw £ = 30°
kwad I g =30°+k.360°,k € Z
5.0 =60°+ xk.T720°
kwad IV: g =330°+ k. 360°,k € Z
.0 =660°+Ek . 720°
0 =60°+Fk.720° of 0 = 660° + k . 720°
d)
1 o
étan(ﬁ —-30°) =-1
tan(8 — 30°) = —2
verw / = 63,4°
kwad Il: 8 —30° = 116,6° + k . 180°, k € Z
. B =146,6°+ k . 180°
B =146,6° + k . 180°
e)

5 cos f = tan 300°
cosf = —0,3464
verw Z = 69,73°
kwad Il: 6 =110,27° + k. 360°,k € Z
kwad lll: 0 = 249.73° + k . 360°, k € Z

0 =110,27° + k . 360° of § = 249,73° + k . 360°
f)

3sina = —1,5
sina = —0,5
verw / = 30°
kwad Ill: o« =210°+k.360° k € Z

kwad IV:  « =330° + k. 360°,k € Z

a =210°+ k . 360° of o = 330° + k . 360°
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sin 28 = cos(f + 20°)
26+ +20°=90°+k.360° k € Z
38 ="T0°+k.360°
B =233 +Fk.120°

B=233°+k.120°

h)
0,5tan6 +2,5 = 1,7
tanf = —1,6
verw £ = 58°
kwad lll: 6 =122°+F%k.180° k € Z

0 =122° + k. 180°

sin(3a — 10°) = sin(a + 32°)
3a—10°=a+32°+k.360°,k € Z
200 = 42° + k . 360°
a=21°+Fk.180°
of 3a—10°=180°— (a+32°) +k.360°,k € Z
4o = 158° + k . 360°
coo=39,5° + k. 90°
a=21°+Fk.180° of @ = 39,5° + k . 90°
j)
sin 2 = cos 23
tan208 = 1
verw £ = 45°
20 =45°+k.180°, k€ Z
S B=225°+k.90°
B =22,5°4+k.90°
2. Vind 0 as sin? 0 + 3 sin @ = 0 vir § € [0°; 360°].

Oplossing:

1
sin? 0 + §sin0 =0
1
sin 0(sin 6 + 5) =0

c.sinf =0of sinf = —%

.0 =0°,180° of 360°
1

of sinf = =

verw /£ = 30°
.0 =210° of 330°

9 = 0°,180°, 210°, 330° of 360°
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3. Bepaal die algemene oplossing vir elk van die volgende:

a) 2cos?0 —3cosh =2 e) sin(a + 15°) = 2cos(a + 15°)
b) 3tan?6 +2tanf =0 f sin?f — 4cos2f = 0
) cos®a = 0,64 (20 + 30°)
cos
d) sin(48 + 35°) = cos(10° — 3) 8 — 5 +038=0
Oplossing:
a)

2c0s20 — 3cosh =2
(2cosf +1)(cosf® —2) =0
.cosf = —% of cosf =2
Vir cosf = 2
..Geen oplossing
Vi =—=
ir cos6 2

verw Z = 60°
kwad II: § = 180° — 60° + &k . 360°, k € Z
.0 =120° + xk . 360°
kwad Ill: # = 180° + 60° + k . 360°, k € Z
.0 =240° + k . 360°

0 = 120° 4+ k . 360° of 0 = 240° + k . 360°
b)

3tan?6 + 2tanf = 0
tanf(3tanf +2) =0

. tanf = —; of tanf =0

1
Vir tanf = —=
Ir tan B
0=0°+k.180° k€ Z
2
Vir tanf = —=
Ir tan 3
verw £ = 33,7°

0 =180° —33,7° + k.180°, k € Z
-0 =146,3° + xk . 180°

0 =0°+Fk.180° of § = 146,3° + k . 180°
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cos® a = 0,64

c.cosa = £0,8
Vir cosa = —0,8
verw Z = 36,9°

kwad Il: @ = 180° — 36,9° + k . 360°,k € Z
Sooa=1431° + xk . 360°
Vir cosa = 0,8
kwad lll: @« = 180° + 36,9° + k . 360°,k € Z
o= 216,9° + k. 360°
kwad IV: o« = 360° — 36,9° + k . 360°, k € Z
Soa=323,1°+ k. 360°

o =36,9° +k . 360° of a = 143,1° + k . 360° of o = 216,9° + k . 360° of
a=323,1°+k . 360°

d)
sin(48 + 35°) = cos(10° — )
sin(48 + 35°) = sin (90°(10° — 3))
sin(46 + 35°) = sin (80° + f)

46 +35°=80°+ B+ k .360° k€ Z
38 =45° + k . 360°
B =15°+k.120°
of (48 +35°) + (10° — B) = 270° + k . 360°, k € Z
38 =225° + k . 360°
B ="T75°+k.120°

B=15°+k.120° of B = 75° + k . 120°

sin(a + 15%) = 2 cos(a + 15°)

sin(a + 15°) 5

cos(a + 15°)

tan(a + 15°) = 2
verw £ = 63,4°

a+15°=63,4° +k.180° k€ Z
o= 48,4° + k . 180°

a=484° + k . 180°
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sin? —4cos®f =0
(sin @ — 2 cos® ) (sin 6 + 2 cos? §) = 0
c.sinf —2cos?0 =0

sinf = 2cos® 0

sinf

cosf

tanf = 2
verw / = 63,4°

0 =634° +k.180°,k € Z
of sinf + 2cos?0 =0

sinf = —2cos®
sinf

cosf

tanf = —2

verw £ = —63,4° + 180° + k . 180°,k € Z
6 = 116,6° + k . 180°

0 =63,4° + k . 180° of § = 116,6° + k . 180°

g
20 o
cos(26 + 30°) ; 30 038 =0
cos(292+ 30°) _ 038
cos(26 4+ 30°) = —0,76
verw Z = 40,5°

260 + 30°) = 180° — 40,5° + k . 360°, k € Z
20 = 109,5° + k . 360°
0 = 54,8 + k. 180°
of 20+ 30°) = 180° +40,5° + k . 360°,k € Z
20 = 190,5° + k . 360°
0 =9525°+ k. 180°
0 = 54,8° + k . 180° of § = 95,25° + k . 180°
4. Vind B as £ tan 8 = cos 200° vir 3 € [—180°;180°].

Oplossing:

1
— tan 8 = cos 200°

3

1

= tan f = —0,9396
tan 8 = —2,819

verw / = 70,5°

B =180° — 70,47° + k . 180°,k € Z
B =109,5° + k . 180°
. B =—705° of B = 109,5°
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B = —170,5° of B = 109,5°

6.5 Area-, sinus-en kosinusreéls

Die areareél

Oefening 6 — 10: Die areareél

1. Teken 'n skets en bereken die area van APQR as gegee word dat:

Q) Q=30%r=10enp=7

~

b) R=110°,p=8enqg=9

Oplossing:
a)
Q
10
7
30°
P R
1
Area APQR = 5(7)(10) sin 30°
= 17,5 vierkante eenhede
b)
Q
8
110°
P 9 R

1
Area APQR = 7(8)(9)sin 110°
= 33,8 vierkante eenhede

2. Vind die area van AXYZ as gegee is dat XZ = 52cm, XY = 29cm en
X = 58,9°.

Oplossing:

1
Area AXY 7 = - (52)(29) sin 58,9°

= 645,6 vierkante eenhede
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3. Bepaal die area van 'n parallelogram waarvan die lengtes van twee aangrensende
sye 10 cm en 13 cm is en die hoek tussen hulle 55° is.

Oplossing:

Area =2 (%(13)(10) sin 550)

= 106,5 vierkante eenhede

4. As die area van AABC 5000 m? is, met @ = 150 m en b = 70 m, wat is die twee
moontlike groottes van C?

Oplossing:

1 ~
Area = 5(150)(70) sin C
. 5000 = 5250sin C

.~ 5000
L. SIIIC = %
S C=722°
of C' = 180° — 72,2°
=107,8°

Die sinusreél

Oefening 6 — 11: Sinusreél

1. Vind al die onbekende sye en hoeke van die volgende driehoeke:
a) APQR waarin Q =64°% R=24°enr =3
b) AKLM waarin K = 43°% M = 50° enm = 1
) AABC waarin A = 32,7 C =170,5° en a = 52,3
d) AXY Z waarin X = 56° Z = 40° en = = 50

Oplossing:
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q T
sin Q sin R
qg 3
sin64°  sin 24°
_ 3 sin 64°
1= “sin24°
= 6,6 eenhede
P =180° — 64° — 24°
= 92°
P . T
sin P sin R
p 3
sin92°  sin 24°
_ 3sin 92°
P = “sin24°
= 7.4 eenhede
b)
m l
sin M sin L
o
sin50°  sin 87°
- sin 87°
~ sin50°
= 1,3 eenhede
L = 180° — 50° — 43°
= 87°
k _m
sin K sin M
ko1
sin43°  sin 50°
sin 43°
k= ——
sin 50°

= 0,89 eenhede
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c _ a
sin C' sin A
c 52,3

sin70,5°  sin32,7°
_ 52,3sin70,5°
- sin32,7°
= 91,3 eenhede

B =180° — 70,5° — 32,7°

= 76,8°
b _a
sin B sin A
b 52,3

sin76,8°  sin 32,7°
_52,3sin76,8°
- sin32,7°
= 94,3 eenhede

d)
r 0z
sin X sin Z
50 _ z
sin56°  sin40°

50 sin 40°

2= —
sin 56°

= 38,8 eenhede
Y = 180° — 56° — 40°

= 84°

y

sin Y sin X
y 90
sin84°  sin 40°

_ 50sin84°
~ sinb6°
= 60 eenhede

. In AABC, A = 116°; C' = 32° en AC = 23 m. Vind die lengte van sye AB en
BC.

Oplossing:

~

B =180° — 116° — 32°

= 32°
a b
sin A sin B
a _ 23
sin116°  sin 32°
_ 23sin116°
~ sin32°

= 39,01 eenhede
b = 23 eenhede

6.5. Area-, sinus- en kosinusreéls




3. In ARST, R =19° S = 30° en RT = 120 km. Vind die lengte van sy ST

Oplossing:
s T
sin S sin R
120 ST
sin30°  sin19°
ST 129 sin 19°
sin 30°
= 78,1 km

4. In AKMS, K = 20° M = 100° en s = 23 cm. Vind die lengte van sy m.

Oplossing:

A~

S =180° — 100° — 20°

= 60°
m s
sin M sin S
m _ 23
sin 100°  sin 60°

_ 23sin 100°
~ sin60°
= 26,2 cm

5. In AABD, B = 90°, AB = 10 cm en ADB = 40°. In ABCD, C = 106° en
CDB = 15°. Bepaal BC.

A

Oplossing:
BD 10
sin50°  sin40°
10sin 50°
BD = ——
sin 40°
=11,92 cm
BC 11,92

sin15°  sin 106°
11,92 sin 15°
B = sin 106°
=3,2cm

6. In AABC, A =33°, AC = 21 mmen AB = 17 mm. Kan jy BC bepaal?
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Oplossing:

Nee, daar is nie genoeg inligting nie

Die kosinusreél

Oefening 6 — 12: Die kosinusreél

1. Los die volgende driehoeke op (d.w.s. vind al die onbekende sye en hoeke):

a) AABC waarin A =70%b=4enc=9

b) ARST waarin RS = 14; ST = 26 en RT = 16
c) AKLM waarin KL=5, LM =10en KM =7
d) AJHK waarin H = 130°;, JH =13en HK =8
e) ADEF waarind =4;e=5en f =7

Oplossing:
a)
a’ =b>+c* — 2bccos A
a? = 4% + 9% — 2(9)(4) cos 70°
=72,374...
c.a=285
=b4+a2— 2ba cos C
9% = 42 1+ 8,52 — 2(4)(8,5) cos C
-.C =839°
B = 180° — 70° — 83,9°
B =26,1°
b)

r? =% +t>—2stcosR
262 = 162 + 142 — 2(16)(14) cos R

o R =120°

2 =712 +1>—2rtcosS
162 = 262 4 142 — 2(26)(14) cos S

~

o8 =322°
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m? = k% + 12 — 2kl cos M
52 = 10% 4+ 72 — 2(10)(7) cos M

SoM =277°

1> = k*> +m? — 2kmcos L
72 = 10% + 52 — 2(10)(5) cos L

oL =40,5°

K = 180° — 27,7° — 40,5°

A~

LK =1118°
d)
h? =2+ k? — 2jkcos H
h? =132 + 8% — 2(13)(8) cos 130°
= 366,69. ..
S h=19.1
k% = j2 4+ h? — 2jhcos K
132 = 82 419,12 — 2(8)(19,1) cos K
K =318
J = 180° — 130° — 31,8°
- J=18.2°
e)

e? =d*+ f2 — 2df cos E
52 =424+ 72 -2(4)(7)cos E
S E=444°

? =e®+ f —2efcosD
42 =524+ 72— 2(7)(5) cos D
. D=340°
F = 180° — 44,4° — 34,0°
- F=101,6°

2. Vind die lengte van die derde sy van die AXY Z waar:

a) X =71,4°y=342kmen z = 4,03 km
b) z =103,2 cm; Y = 20,8° en z = 44,59 cm

Oplossing:
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z? = y2 + 22 — 2yzcosf(
2 = 3,427 + 4,032 — 2(3,42)(4,03) cos 71,4°
=19,14...
c.x=4,4km

y2 =22+ 2% — 2zzcosY
y? = 103,22 + 44,597 — 2(103,2)(44,59) cos 20,8°
= 4034,95. ..
.y = 63,5 cm

3. Bepaal die grootste hoek in:

a) AJHK waarin JH =6, HK =4en JK =3
b) APQR waar p = 50; ¢ =70 en r = 60

Oplossing:
a)
k2 =424+ h2— 2jhcosf(
62 =42 +32 - 2(4)(3) cos K
oK =117,3°
b)

q2 :p2 +72 - 2prcosQ
702 = 60% + 50% — 2(60)(50) cos Q

~

Q= 1T8,5°

Oefening 6 — 13: Area-, sinus- en kosinusreél

1. Qis'n skig by 'n punt 10 km suid van 'n ander skip P. R is 'n vuurtoring op die
kus sodat P = Q = 50°.

P
OO

R 10 km

00
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Bepaal:

a) die afstand QR

b) die kortste afstand van die vuurtoring na die denkbeeldige lyn wat die twee
skepe verbind (PQ)

Oplossing:
a)
QR 10
sin50°  sin 80°
10 sin 50°
QR = sin 80°
- QR ="7,78 km
b)
h
F= tan 50°
S h=6km

2. WXY Zis’n trapesium, WX || YZ met WX =3m; YZ =15 m; Z = 120° en
W = 30°.

Bepaal die afstande X Z en XY
OC

Z420° 3m

1,5 o

Oplossing:

zZxX 3

sin30°  sin 120°
~ 3sin30°
~ sin120°

. XZ =1,73 km

In AXWZ,

XZY = 180° — 120° — 30°
S XZY =30°

In AXZY,XY? = (1,73)% + (1,5)% — 2(1,73)(1,5) cos 30°
XY = 0,87 km
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3. Tydens 'n vlug vanaf Johannesburg na Kaapstad ontdek die loods dat hy 3° van
koers af gevlieg het. Op hierdie tydstip is die vliegtuig 500 km van Johannesburg
af. Die direkte afstand tussen Kaapstad en Johannesburg lughawens is 1552 km.
Bepaal, tot die naaste km:

a) Die afstand wat die vliegtuig moet vlieg om by Kaapstad te kom en vervol-
gens die addisionele afstand wat die vliegtuig moet vlieg weens die loods
se fout.

b) Die korreksie, tot een honderste van 'n graad, aan die vliegtuig se koers (of

rigting).
Oplossing:
a)
2% = (500)% + (1552)% — 2(500)(1552) cos 3°
.o = 1053 km
b)
sinf  sin3°
1552 1053
. 1552 sin 3°
sm@ =
1053
0 =442°

4. ABCD is 'n trapesium (bedoelende dat AB || CD). AB = z; BAD = g
BCD =ben BDC = c.

Vind 'n uitdrukking vir die lengte van C'D in terme van z, a, b en c.

A y B
a ”
C A\ b
_D 14 C
Oplossing:
DB a
sina  sin[180° — (a + c)]
_ xmsina
~ sin(a +¢)
en DC DB
sin[180° — (b+¢)]  sinb
DC rsina

sin(b + ¢) - sin(a 4 ¢) sinb
xsinasin(b+ ¢)

DC —
dus DC sin(a + c) sinb

5. 'n Landmeter probeer om die afstand tussen twee punte X en Z te bepaal. Die
afstand kan egter nie direk bepaal word nie omdat daar 'n rif tussen die twee
punte l&. Vanaf 'n punt Y wat ewe ver is van X en Z, meet hy die hoek XY Z.
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N

X Z

a) As XY =z en XYZ =0, wys dat XZ = 21/2(1 — cos 0).
b) Bereken X Z (tot die naaste kilometer) as x = 240 km en 0 = 132°.

Oplossing:
a)
X 7% =227 — 222 cos
=222 (1 — cosf)
- XZ = /222 (1 — cos )
= 21/2(1 ~ cosf)
b)

XZ? = 11/2(1 — cosf)
= 240+/2 (1 — cos 132°)
= 438,5 km

6. Vind die area van W XY Z (tot twee desimale plekke):

Oplossing:

sinWZX  sin120°

SIS
WZX =31,3°

S WXZ =180° — 120° — 37,3°
=9227°

1 1
. AreaW XY Z = 5(3,5)(5) sin 22,7° + 5(4)(3)
= 9,38 m?

7. Vind die area van die geskakeerde driehoek in terme van z, «, 3, 6 en ¢:

A
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Oplossing:

7
In AABE, BB~ cos 0

L
~ cosf
In ABDC, l,)B = ‘x
sinae  sinf
T sin
. DB =
o sin 3

1
. AreaABED = E(BE)(BD) sin( — )
1 LA x sin
27 cosf sin 3
_ z?sinasin(f — )
2 cosfsin 8

6.6 Opsomming

Oefening 6 — 14: Einde van die hoofstuk oefeninge

X sin(f — 6)

1. Skryf die volgende as 'n enkele trigonometriese verhouding:

c0s(90° — A) sin 20° .
180° + A °4 A
sin(180° — A) cos 70° + cos(180° + A) sin(90° + A)

Oplossing:

sin A . sin 20°
sin A . sin(90° — 70°)
_ sinA . sin20°
~ sinA . sin20°
—1—cos’A

=sin? A

+ (—cos A) cos(A)

+ (—cos A) cos A

2. Bepaal die waarde van die volgende uitdrukking sonder die gebruik van 'n sak-
rekenaar: sin 240° cos 210° — tan? 225° cos 300° cos 180°

Oplossing:
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sin(180° 4 60°) . cos(180° + 30°) — tan?(180° + 45°) . cos(360° — 60°) . (—1)
= (—sin60°) . (= cos 30°) — (tan?45°) . (cos60°) . (—1)
B _p. ). -y

2
_l’_
_l’_

I
Win|lw +
N o~

—
NH_,;‘

sin(180° + ) sin(é + 360°)
sin(—0) tan(f — 360°)

3. Vereenvoudig:

Oplossing:

sin(180° + 0) . sin(f + 360°)
sin(—6) . tan(6 — 360°)

. (—sind) . sinf

~ (—sinf) . (—tan(360° — 0))

_ sinf  sinf cosf

~ tanfd 1 " siné

= cosf

4. Evalueer sonder die gebruik van 'n sakrekenaar:

3 sin 55° sin? 325°

— 3c0s 395° sin 125°
cos(=145°) cos sin

Oplossing:

3sin 55°. sin?(360° — (35°))
cos(145°
3sin 55°.(— sin 35°)2
= 3 cos 35°. cos 35°
cos(90° + 55°) o8 o8
I P 0 o2 Qro
_ 381115? .sin” 35 + 3c0s? 35°
—sin H5°

= 3(sin® 35° + cos? 35°)

— 3¢0s((360° 4 (35°).sin(90° + 35°)

5. Bewys die volgende identiteite:

1 -1
(cosz —1)(cosz +1)  tan?zcos?z

b) (1 —tana)cosa = sin(90 + a) + cos(90 + «)

Oplossing:
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LK =

b)

cos & — Sin «
=(——)cosa
COS &

= cosa — sin o
RK = cos(—a) + sin(—a)
= cosa — sin o

=LK

1
tany cos?ytany
b) Vir watter waardes van y € [0°; 360°] is die identiteit hierbo ongedefiniéer?

6. a) Bewys: tany +

Oplossing:

a)

sin 1
y+ .

COS Yy siny COSs Yy

siny  cosy

cosy siny
sin? y + cos? y
cos y. siny
1
cos ¥. sin y
1
cos Yy

RK =
cos?

cos?y.siny
1

cos Y siny

= LK

tany = 0°

y = 0°;180°; 360°
cosy = 0°

y = 90°; 270°
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sin(180° 4 ) tan(360° — 0)
sin(—0) tan(180° + 0)

sin(180° + 0) tan(360° — 0)
sin(—6) tan(180° + )

7. a) Vereenvoudig:

b) Los vervolgens die vergelyking op = tanf vir

0 € [0°;360°).
Oplossing:
a)
(—sind).(— tan0)
(—sinf).tané
=—1
b)

tanf = —1
.0 =180° — 45° of 8 = 360° — 45°
= 135° of 315°

8. Gegee 12tanf = 5en 6 > 90°.

a) Teken 'n skets.
b) Bepaal sonder die gebruik van 'n sakrekenaar sin 6 en cos(180° + 0).

c) Gebruik 'n sakrekenaar om 6 te vind (korrek tot twee desimale plekke).

Oplossing:
a)
Yy
T /m X
| 0
|
|
(—12;=5) |
b)

OP = /(—12)2 4 (=5)2
=144 +25
=169
=13

5

sin 13

cos(180° + 0) = — cos 0
12

——(-)
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tanf = —

12
6 = 180° + 22,62°
= 202,62°
9.
Yy
AR x
O\

P(a;b)

In die figuur, is P 'n punt in die Cartesiese vlak sodat OP = 2 eenhede en
# = 300°. Bepaal, sonder die gebruik van 'n sakrekenaar:

a) die waardes van a en b
b) die waarde van sin(180° — 0)

Oplossing:
a)

c0s 300° = cos 60°

b=—-v4-1

sin(180° — #) = sin @
= 8in 300°
— sin(360° — 60°)
= sin(—60°)

= —sin 60°

10. Los z op vir x € [—180°;180°] (korrek tot een desimale plek):

a) 2sin § = 0,86
b) tan(z + 10°) = cos 202,6°

2

€) cos?x —4sin2z =0

Oplossing:
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1
sin 5:5 =0,43
L 25,467°
2" T
x = 50,9°

1
of Ju=180° - 25467°

= 309,1°
b)
tan(z + 10°) = —0,92
x4+ 10° = 180° — 42,7°
— 137,3°
x=127,3°
of x4 10° =360° —42,7°
=317,3°
cox = 307,3°
0

cosx — 2sinz =0

cosx = 2sinx

sinz 1
cosz 2
1
tanz = B
z = 26,6°
of x = —180° + 26,6°
= 206,6°
of cosz+2sinz =0
cosx = —2sinx
sin x 1
cosz 2
tanx = 5

z = 180° — 26,6°
= 153,4°

of z = 360° — 26,6°
= 333,4°

11. Vind die algemene oplossing vir die volgende vergelykings:

a) isin(z —25°) = 0,25

b) sin?z + 2cosz = —2

Oplossing:
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sin(z — 25°) = 0.5
x — 25° = 30°
of x — 25° = 180° — 30°
x = 55° 4+ 360°n,n € Z
of x = 175° 4+ 360°n,n € Z

sin?z +2cosz+2 =0
1—cos®z+2cosz+2=0
—cos’z+2cosz +3=0
cos?z —2cosz —3 =0
(cosz —3)(cosx+1)=0
cosT = 3

Geen oplossing

ofcosz = —1
x = 180° + 360°n,n € Z

12. Gegee die vergelyking: sin 2a0 = 0,84

a) Vind die algemene oplossing van die vergelyking.

b) lllustreer hoe hierdie vergelyking grafies opgelos kan word vir a €
[0°; 360°].
c) Skryf die oplossings neer van sin 2a = 0,84 vir a € [0°;360°].

Oplossing:
a)
sin 2a = 0,84
2a = 57,14° + 360°n,n € Z
o = 28,6° 4+ 180°n
of 2a = 180° — 57,14° + 360°n,n € Z
20 = 122,86° + 360°n
a = 61,43° + 180°n
b)

} T T T } T T T 0
100 30° 60° 90°\120° 1509480° 210° 240° 270%300° 3309460°
—1

C) 28,6°;61,4°;208,6°; 241,4°

13.
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A is die hootste punt van 'n vertikale toring AT. By punt NV op die toring, n me-
ters vanaf die bopunt van die toring, het 'n voél sy nes gemaak. Die hoogtehoek
van G na punt A is « en die hoogtehoek van G na punt N is (.

a) Druk AGN uit in terme van a en .
b) Druk A uit in terme van « en/of 3.

c) Toon aan dat die hoogte van die nes vanaf die grond (H) bepaal kan word
met die formule

__ncosasinfj3

~ sin(a— B)

d) Bereken die hoogte van die nes H asn = 10 m, o = 68° en 5 = 40° (gee
antwoord korrek tot die naaste meter).

Oplossing:
a)
AGN =a-§
b)
A=90° -«
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In AGNT,
oN = sin 8
.H=GNsinpg
In AAGN,
n GN

sin(a — ) - sin(90° — «)

nsin(90° — «)
sin(a — )
ncos o

sin(a — )

S.GN =

Substitueer vir GN,

n cos asin

sin(a — B)
d)
__ ncosasinfj3
~ sin(a — B)
_ 10cos 68° sin 40°
N sin 28°
=5, m
14.
A 8 B
O
5
D 11 C

Mnr. Collins wil sy agterplaas, ABCD in die vorm van 'n trapesium, plavei.
AB || DCen B=90°. DC =11m, AB=8men BC =5m.

a) Bereken die lengte van die diagonaal AC.

b) Bereken die lengte van die sy AD.

c) Bereken die area van die agterplaas met die gebruik van meetkunde.
)

d) Bereken die area van die agterplaas met die gebruik van trigonometrie.

Oplossing:
a)
AC? = 8% 4+ 52
=64+ 25=289
AC = 9,43 m
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In AABC,

tan BAC = g

. BAC = 32°
ACD = BAC = 32°(AB || DC)
In AADC,
AD? = AC? + DC? — 2.AC.AD. cos(ACD)
= (9,4)% + (11)2 — 2(9,4)(11) cos(32°)
=89 +121 — 176
=34
S AD=62m

1
Area =3 X (8+11) x5
= 47,5 m?

Area ABCD = area AABC 4+ area AADC

= S(®)(5) + 5(9.43)(11)sin32°

2
=20+27,5
=47,5m?
15.
A
2t
¢ n
(07
B n 2 2n C
In AABC, AC = 2A, AF = BF, AFB = o en FC = 2AF. Bewys dat
COSx = ;11
Oplossing:
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In AABF
2 =n%+n?—2n%cosa

t? = 2n%(1 — cos a)

t2
1 — = —
COS @ 2n2
t2
= ]_ _—
COS ¢ 2n2
In AAFC,

(2t)2 = n% + (2n)? — 4n? cos(AFC)
4t = n? 4 4n? — 4n® cos(180° — a)
=5n2 +4n®cosa
t? = an + n? cos o
Substitueer vir
gnQ +n?cosa

2n?

omn2 — §n2 —n2cosa

cosax =1 —

2n?
_%nQ—rﬂcosa
- 2n?
_3 COS &
8 2
§cosoz—§
-8
1
LCOSQr = —
. 1
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e Gebruik papier of karton vir die ontvouiing (net) van vaste liggame om leerders
te help om die verskillende hoogtes, veral loodregte hoogte en skuinshoogtes te
sien.

e Eenhede is noodsaaklik wanneer daar met regte lewe kontekste gewerk word.
e Sketse is waardevolle en belangrike hulpmiddels.

e Afronding behoort alleenlik in die laaste stap gedoen te word en die graad van
akkuraatheid behoort relevant tot die konteks te wees.

Area van 'n poligoon

Oefening 7 — 1: Area van ’n poligoon

1. Vuyo en Banele kompeteer om te sien wie kan die beste vlieér bou met balsa-
hout ('n lig-gewig hout) en papier. Vuyo besluit om sy vlieér te maak met een
diagonaal 1 m lank en die ander diagonaal 60 cm lank. Die snypunt van die
twee diagonale verdeel die langer diagonaal in die verhouding 1 : 3.

Banele gebruik ook diagonale van 60 cm en 1 m, maar hy ontwerp sy vlieér as
'n rombus.

a) Maak 'n skets van Vuyo se vlieér en skryf al die bekende afmetings neer.

b) Bepaal hoeveel balsahout Vuyo benodig om die buite raamwerk van sy
vlieér te bou (gee antwoord korrek tot die naaste sentimeter).

c) Bereken hoeveel papier hy sal nodig hé om die raam van sy vlieér te bou.
d) Maak 'n skets van Banele se vlieér en skryf al die bekende afmetings neer.
e) Bepaal hoeveel hout en papier Banele sal benodig vir sy vlieér.

f) Vergelyk die twee ontwerpe en lewer kommentaar op die ooreenkomste
en die verskille. Watter een dink jy is die beste ontwerp? Motiveer jou
antwoord.

Oplossing:

a)

25 cm

30cm | 30 cm

75 cm
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AD = AB

= /302 + 252 (Pythagoras)
AD =39 cm
DC = BC
= /302 + 752 (Pythagoras)
=8l cm
.. Balsahout: = 2(81 + 39)
= 240 cm

Area = 60 x 100
= 6000 cm?

=0,6 m?

p0 cm

30 cm 30 cm

Sylengte = /502 + 302
= 58,3 cm
.. Hout vir raam =4 x 58,3 cm
= 233,2 cm
Area = 60 x 100
= 6000 cm?

= 0,6 m?

f) Dieselfde hoeveelheid papier word benodig vir beide ontwerpe. Vuyo se
ontwerp benodig meer balsahout.

2. O is die middelpunt van 'n halfsirkel met radius 10 eenhede. Twee kleiner semi-
sirkels is ingeskrewe in die groter een, soos aangetoon op die diagram. Bereken
die volgende (in terme van 7):
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a) Die area van die ingekleurde gedeelte van die figuur.
b) Die omtrek van die ingekleurde gedeelte.

Oplossing:
a)
Area = L (10)% — 2 L (5)2
— 9" 2"
= 50 — 257
— 257 eenhede?
b)

1
Omtrek = 5(2#(10)) +27(5)
= 107 + 107

= 207 eenhede?

3. Karen se ingenieurshandboek is 30 cm lank en 20 cm wyd. Sy let op dat die
afmetings van haar lessenaar in dieselfde verhouding is as die afmetings van
haar handboek.

a) As die lessenaar 90 cm wyd is, bereken die area van die boonste oppervlak
van die lessenaar.

b) Karen gebruik karton om elke hoek van haar lessenaar te bedek met 'n
gelykbenige driehoek, soos aangetoon op die diagram:

lessenaar

Bereken die omtrek en area van die sigbare oppervlak van haar lessenaar.

c) Gebruik hierdie nuwe area om die afmetings te bereken van ’n vierkantige
lessenaar met dieselfde oppervlakarea as Karen se lessenaar.

Oplossing:

a)

lessenaarwydte
boekwydte
90

~ 20
=45

.. Lengte van lessenaar = 30 x 4,5cm
=135 cm

Area van lessenaar = 135 x 90

=12 150 cm?

—1,2m?

Verhouding =
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z? = 15% + 15°
z = 21,2 cm
Nuwe lengte = 135 — 2(15)
= 105 cm
Nuwe breedte = 90 — 2(15)
= 60 cm
Nuwe omtrek = 2(105) + 2(60) + 4(21,2)
=414,8 cm

Area afgesny = 2 x (15%)
= 450 m?
Nuwe area = 12 150 cm? — 450 m?

=11 700 cm?

5% =11 700 cm?
.8 =108,2 cm
Vierkantige tafel met lengte ~ 108 x 108cm?

7.2  Regte prismas en silinders

Buite-oppervlakke van prismas en silinders

Oefening 7 — 2: Berekening van buite-oppervlakke

1. 'n Populére sjokoladehouer is 'n gelyksydige regte driehoekige prisma met sye
34 mm. Die boks is 170 mm lank. Bereken die buite-oppervlakke van die boks
(tot die naaste vierkante sentimeter).

170 mm

Oplossing:
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h = sin 60°
S.h =294 mm

1
AreavanA:2><§><34><29,4

= 1000 mm?
Area van reghoekige sye = 3 x 170 x 34
= 17 340 mm?
Totale Buite-oppervlakke = 27 340 mm?
= 273 cm?

2. Gordon koop ’n silindervormige watertenk om die reénwater van sy dak af op
te vang. Hy ontdek 'n vol 2 ¢ blik groen verf in sy motorhuis en besluit om die
tenk te verf. As hy 250 ml gebruik om 1 m? te verf, sal hy genoeg groen verf hé
om die tenk een laag verf te gee?

Afmetings van die tenk:

deursnit=1,1 m
hoogte = 1,4 m

1,4 m

>

Oplossing:

Buite-oppervlakke = 2 x 7 x (0,55) x 1,4 + 7(0,55)*
= 5,788 m*
Dus benodig hy ~ 6 m? x 250 ml verf
= 1500 ml
=15/

Ja, hy het genoeg verf vir 1 laag.
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Volume van prismas en silinders

Oefening 7 — 3: Bereken volume

’

1. Die dak van Phumza se huis is in die vorm van 'n reghoekige trapesium. ’n
Silindervormige watertenk is opgerig langs 'n huis sodat reénwater van die dak
af in die tenk kan loop. Die deursnit van die tenk is 140 cm en die hoogte is
2,2 m.

7,5m

a) Bepaal die area van die dak.

b) Bepaal hoeveel liters water die tenk kan hou.

Oplossing:
a)
1
Area van dak = 5(8 +10) x 7,5
= 67,5 m?
b)
Volume van tenk = 7(0,7)% x 2,2
= 3,39 m?
=3,39/

2. Die lengte van 'n sy van 'n heksagonale lekkergoedblik is 8 cm en die hoogte is
gelyk aan helfte van 'n sylengte.

A B

8 cm

a) Wys dat die binnehoeke gelyk is aan 120°.
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b) Bepaal die lengte van lyn AE.

c) Bereken die volume van die blik.

Oplossing:
a)
Som van binnehoeke = 180° x 4
.. Elke hoek = M
6
= 120°
b)

Teken 'n lyn FG loodreg aan AF sodat G op AF lé. Laat AG =z .

AG=GE ==z
In AAGF - g — sin 60°

S =6,93 cm
LAE =2 xx
= 13,86 cm
)
Volume = area x h
= (24 s+0) x4
FG? =82 — (85in60°)?
. FG=4cm
Of
FG
60° = —~
COS 8
1 FG
2 8
. FG=4cm

1
Volume van boks = {2 (5 X 8sin60° X 4) + (2(8sin60°) x 8)] X (4)

= 138,56 x 4
= 554,24 m3
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7.3 Regte piramides, regte konusse en sfere

Oefening 7 — 4: Vind buite-oppervlakke en volume

1. 'n Roomyshorinkie het 'n deursnit van 52,4 mm en 'n totale hoogte van 146 mm.

146 mm

a) Bereken die buite-oppervlakke van die roomys en die horinkie.
b) Bereken die totale volume van die roomys en die horinkie.

c) Hoeveel roomyshorinkies kan gevul word uit 'n 5 ¢ houer roomys (neem
aan die horinkie word heeltemal volgemaak met roomys)?

d) Beskou die ontvouing van die konus hieronder. R is die lengte vanaf die
hoekpunt van die konus tot by sy omtrek is P.

P P
7
/
’
/ R
/
I
I
\ 1
\ I
\ !
\ /
\ /’
\
s M g
N 7
~ 7

i. Bepaal die waarde van R.
ii. Bereken die lengte van die boog P.
iii. Bereken die lengte van boog M.

Oplossing:
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2.4
Radius = 57’

= 26,2 mm
Hoogte van horinkie = 146 — 26,2
= 119,8 mm
~ 120 mm
Buite-oppervlakke van horinkie = 7 x 26,2 x (26,2 + 119,8)
= 12,0 mm?

= 120 cm?

1
Volume = volume(konus) + vqume(§ sfeer)

1 1 /4
= §7T7"2H + 5 (§7T7"3>

1 2
= 57r(26,2)2 x 120 + g7r(26,2)3
= 86 260,59... 4+ 37 667,12...
= 123 928 mm?

=124 cm?

1000 cm® = 1 ¢

.5 ¢ = 5000 cm?

5000 .
- Tog ™ 40 horinkies

R =146 — 26,2
=119,8 mm

~ 120 mm

P = omtrek van konus
= 27(26,2)

~ 165 mm
ili.

M = 27(120) — 165
= 589 mm
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7.4 Vermenigvuldiging van 'n afmeting met 'n

konstante faktor

Oefening 7 — 5: Die effek van &

1. Voltooi die volgende sinne:

a) As een afmeting van 'n kubus met 'n faktor van % vermenigvuldig word, sal
die volume van die kubus . ..

b) As twee dimensies van 'n kubus vermenigvuldig word met 'n faktor van 7,
sal die volume van die kubus . ..

c) As drie afmetings van 'n kubus vermenigvuldig word met 'n faktor van 3,
dan sal:
i. elke sy van die kubus ...
ii. die buite-oppervlakke van die kubus . ..
iii. die volume van die kubus ...

d) As elke sy van 'n kubus halveer word, sal:

i. die buite-oppervlakke van die kubus ...
ii. die volume van die kubus ...

Oplossing:

a) halveer
b)

vermenigvuldig met 7% = 49
..~ 50 keer groter

Ongeveer 50 keer groter.

c) i. word 3 keer langer.
ii. word 32 = 9 keer groter.
iii. word 33 = 27 keer groter.

d) i. vermenigvuldig word met 'n faktor %2 = }1, dus word die oppervlakke
4 keer kleiner.

ii. vermenigvuldig word met 'n faktor %3 = %, dus word die oppervlakke
8 keer kleiner.

2. Die munisipaliteit beoog om 'n swembad te bou met 'n volume van W3 kubieke
meters. Hulle besef egter dit sal baie duur wees om die swembad vol water te
maak, so hulle besluit om die swembad kleiner te maak.

a) Die lengte en die breedte van die swembad word verklein met 'n faktor van
1—70. Druk die nuwe volume uit in terme van W.

b) Die afmetings van die swembad word so verminder dat die volume van
die swembad verminder met 'n faktor van 0,8. Bepaal die nuwe afmetings
van die swembad in terme van W (onthou dat die swembad 'n kubus moet
WEesS).

Oplossing:

Hoofstuk 7. Meting 355



http://www.everythingmaths.co.za/@@emas.search?SearchableText=

Volume = W3
Nuwe volume = 0,7W x 0,7W x W
= (0,7)2W3
= 0,49W°
~ 0,53

Volume = W3

Nuwe volume = 0,83

.. Sylengte = /0,8 x W
=093 x W

Elke sy behoort nou effens meer as 1% van die oorspronklike lengte te wees.

7.5 Opsomming

Oefening 7 — 6: Einde van die hoofstuk oefeninge

a) Beskryf hierdie figuur in terme van 'n prisma.

b) Teken 'n net, of ontvouing, van hierdie figuur.
Oplossing:

a) Vierkantige prisma met 'n driehoekige prisma aan een kant. Let daarop dat
dit nie 'n vyfhoekige prisma is nie, siende dat al die hoeke nie ewe groot is
nie.

b)
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2. Watter van die volgende is 'n net van 'n kubus?

a)

Oplossing:

aend

3. Benoem en teken die volgende figure:

a) 'n Prisma met die minste sye.
b) 'n Piramide met die minste hoekpunte.

c) 'n Regte prisma met 'n vlieér as basis.

Oplossing:

a) Driehoekige prisma
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b) Driehoekige piramide

¢) Rombiese prisma

4. a) i. Bepaal hoeveel papier benodig word om 'n boks te maak met 'n wydte
van 16 cm, hoogte van 3 cm en lengte van 20 cm (aanvaar daar is geen
oorvleueling by die hoeke nie).

ii. Gee 'n wiskundige naam vir die vorm van dié boks.
iii. Bereken die volume van dié boks.

b) Bepaal hoeveel papier benodig word om 'n kubus te maak met 'n inhouds-
maat van 1 4.

c) Vergelyk die boks en die kubus. Watter een het die grootste volume en
watter een vereis die meeste papier om te maak?

Oplossing:
a) .

Boks buite-oppervlakke = 2[3 x 16 + 3 x 20 + 16 x 20]
= 2[428]
= 856 cm”?

ii. Reghoekige prisma
iii.
Volume = 3 x 16 x 20
=960 cm?

1 liter = 1000 cm?®
.. Sylengte = 10 cm
Buite-oppervlakke = 6 x (10 x 10)
= 600 cm?

c) Die kubus het 'n groter volume en meer papier word benodig om die boks
te maak.

5. ABCD is 'n rombus met sylengtes van %:p millimeters. Die diagonale sny by O
en lengte van DO = x millimeters. Druk die area van ABC D uit in terme van
A8

roleo
8
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Oplossing:

AD = §m
2
DO =z
3 \2
AO? = (595) — 2% ( Pythagoras)
_ %xz _ 2
= Z"I}Z
. A0 = Y5
L >
- AC =zv5
1
Area = §AC’ x BD
= 1 X 5 X 2
=5 Xz X 2z

6. Die diagram wys 'n reghoekige piramide met 'n basis van 80 cm lank en 60 cm
breed. Die vertikale hoogte van die piramide is 45 cm.

a) Bereken die volume van die piramide.
b) Bereken H en h.

c) Bereken die buite-oppervlakke van die piramide.

Oplossing:

a)

1
Volume = 3 % oppervlakke basis x hoogte

1
= 5(80 x 60) x 45
=72 000 cm?
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H? =302 +45? ( Pythagoras)

= 2925
. H =54 cm
h? = 452 +40° ( Pythagoras)
h = 60,2 cm

1 1
Buite-oppervlakke = 2 (5 x 80 x H) +2 <§ x 60 x h) + 80 x 60

= (80 x 54) + (60 x 60,2) + 4800
=12 732 cm?

7. 'n Groep kinders speel sokker op ‘'n oop stuk veld. Die sokkerbal het ‘n inhouds-
maat van 5000 cc (kubieke sentimeters). 'n Afvoerpyp in die hoek van die veld
het 'n deursnit van 20 cm. Is dit moontlik dat die kinders se bal in die pyp kan
inval? Toon jou berekenings.

Oplossing:

4
Volume van bal = gwr?’

= 5000
s.r=10,6
en deursnit = 21,2 cm
deursnit van pyp = 20 cm

Nee, die bal is te groot om by die pyp af te gaan.

8. 'n Liter waspoeier pas in 'n standaard kubiese houer by die fabriek.

a) Bepaal die lengte van die sye van die houer.

b) Bepaal die afmetings van die kubiese houer wat dubbeld hierdie volume
waspoeier kan hou.

Oplossing:
a)
Afmetings: 10 cm x 10 cm x 10 cm
b)
21 = 2000 cm?
.8 = /2000
= 12,6 cm

9. 'n Kubus het sye met lengte k& eenhede.

a) Beskryf die effek op die volume van die kubus as die hoogte verdrievoudig
word.
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b) As al drie afmetings van die kubus verdrievoudig word, bepaal die effek op
die buite-oppervlakke van die kubus.

c) As al drie afmetings op die kubus verdrievoudig word, bepaal die effek op

die volume.
Oplossing:
a)
Volume =k x k x k
= k3
Nuwe volume =k x k x 3k
= 3k*
b)
Buite-oppervlakke = 6 x k?
= 6k*
Nuwe buite-oppervlakke = 6 x (3k)?
= 54k?
)

Volume = k3
Nuwe volume = (3k)?
= 27k3
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8 Euklidiese meetkunde

e Bespreek terminologie.
e Omgekeerde stellings is nie eksamineerbaar nie.

e Goeie praktyk vir die beantwoording van vrae:

maak ‘n netjiese en akkurate skets

noem die driehoek/figuur wat ter sprake is

gee bewering en toepaslike rede

gee ‘n gevolgtrekking

8.1 Sirkelmeetkunde

Oefening 8 — 1: Loodregte lyn van die middelpunt halveer die koord

1. In die sirkel met middelpunt O, OQ 1 PR, OQ = 4 eenhede en PR = 10.

Bepaal z.
(0]
27 |4
Oplossing:
PR =10 (L gegee)
S PQ=5 (L vanaf middelpunt halveer koord)
OP? = 0Q? +QP?  (Pythagoras)
x? =42 4+ 52
cx?=25+16
z2 =41
T =+/41
2. In die sirkel met middelpunt O en radius = 10 eenhede, OQ L PR en PR = 8.
Bepaal z.
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Oplossing:

PR =28 (L gegee)
SLPQ =4 (L vanaf middelpunt halveer koord)
OP? = 0Q? +QP?>  (Pythagoras)
102 = 2 + 42
- 2?2 =100 — 16
2 =84
x=/84

3. In die sirkel met middelpunt O, OQ 1 PR, PR = 12 eenhede en SQ =

eenhede. Bepaal x.
Q ' R
P ‘

Oplossing: SO =1 —2
OP?=05? + SP? (Pythagoras)
z? = (z—2)2+62
=22 —4x+4+6°
4xr = 40
s =10

4. In die sirkel met middelpunt O, OT 1 SQ, OT 1 PR, OP = 10 eenhede,

ST = 5 eenhede en PU = 8 eenhede. Bepaal T'V.

S/\Q

5L/\
P

Oplossing: n APOU, OP?=0U?+ PU?  (Pythagoras)
102 = OU? + 82
100 — 64 = OU?
-, 0U?% =36
. OU =6
In AQTO, Q02 OT? + TQ? (Pythagoras)
102 = OT? + 52
100 — 25 = OT?
.OT? =175
.. OT =75
-.TU =0T —0oU
=75 -6
— 2,66
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5. In die sirkel met middelpunt O, OT 1L QP, OS 1 PR, OT = 5 eenhede,
PQ = 24 eenhede en PR = 25 eenhede. Bepaal OS = .

Q

Oplossing:
In AQTO, QO?=0T?+QT? (Pythagoras)
QO? =52+ 122
=25+ 144
-, Q0% =169
S.QO0 =13

In AOSR, OR? = SR?+ 05? (Pythagoras)
132 = 12,5% + OS>
o.08%? =12,75
..0S =36

Oefening 8 — 2: Hoek by die middelpunt van die sirkel is tweemaal die hoek by
die omtrek

Gegee O is die middelpunt van die sirkel, bepaal die onbekende hoek in elk van die
volgende diagramme:

Oplossing:

b =2 x 45° (£ by mid.pt = 2/ by omtrek )
o.b=90°
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J H
Oplossing:
=3 x45° (£ by mid.pt = 2/ by omtrek )
c=225°
3.
Oplossing:
d =2 x 100° (£ by mid.pt = 2/ by omtrek)
cod = 200°
4.
Oplossing:
e = 100° — 90° — 35° (£ in halfsirkel )
c.e=5Hd°
5.
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S

 —

J
Oplossing:

f=3%x240°  (£bymid.pt =22 by omtrek )
- f=120°

Oefening 8 — 3: Omtrekshoeke in 'n sirkelsegment

1. Bepaal die waardes van die onbekende hoeke.

a) J

d

K C
1029 M
A
249
L
B 0
N
D
(0]
C
Q
b) P
Oplossing:

a)

a = 21° (Ze in dieselfde segment)

368 8.1. Sirkelmeetkunde




c=24° (Ze in dieselfde segment )
d =102° — 24° (buite ZA = som teenoorst. binne £)
c.d=78°

(
(
(
(

verwisselende Ze, PO || QN)
Z by mid.pt = 2/ by omtrek )
Ze in dieselfde segment)

17°=0+d buitehoek A)
c.2d =17°
c.d=8,5° (verwisselende Ze, PO || QN)
2.
a) Gegee TV S = SV R, bepaal die waarde van e.
b) Is TV die middellyn van die sirkel? Verduidelik jou antwoord.
Oplossing:
a)
In ATRV,T = 180° — (80° +30°)  (som ZA)
- =170°
e =15°470°
= 85°

b) Nee, aangesien 45° + 35° # 90°

3. Gegee 'n sirkel met middelpunt O, WT = TY en XWT = 35°. Bepaal f.

X
o

Oplossing:
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In AWTZ enin AYTZ,

WT=YT ( gegee )
ZT =7T ( gemene sy )
YTZ =WTZ =90° ( radius L mid.pt. koord )
S TZY =TZW (SHS)
TZY =TZW = f
en TZY = 35° (Ze in dieselfde segment)
S TZW = f = 35°
Oefening 8 — 4: Koordevierhoeke
1. Vind die waardes van die onbekende hoeke.
a) o)
| l
b)
L
K
a
H
114°
1
J
Oplossing:
a)
a+ 87° = 180° (teenoorst. binneZe supplementer)
coa=93°
b+ 106° = 180° (teenoorst. binneZe supplementer)
Sb=1714°
b)

a=HIJ (buite Z= som teenoorst. binne Ze)
= 114°

370 8.1. Sirkelmeetkunde




W + 86° = 180°
W =94°

a+ W + 57° = 180°
coa = 29°

2. Bewys dat ABCD is 'n koordevierhoek.

a)
D C
Oplossing:
a)
AMB = 32° + DBC
-.72° = 32° + DBC
. DBC = 40°
-.DBC = DAC
. ABCD is koordevierhoek
b)

In AABD,
ABD = ADB = 35°
. 35° 4+ 35° + DAB = 180°
- DAB = 110°
En DAB + DCB = 180°

(teenoorst. binneZe supplementer)

(som hoeke van A)

70°

(buite ZA = som teenoorst. binneZe)
(som hoeke van A)

(Ze in dieselfde segment gelyk)

(Ze teenoor gelyke sye )
(som hoeke van A)
(som hoeke van A)

.. ABCD is koordevierhoek (teenoorst. binneZe suppl.)
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Oefening 8 — 5: Raaklyne aan ’n sirkel

Bepaal die waardes van die onbekende lengtes.

‘ g cm I

(raaklyne uit een pt. )
(Pythagoras, radius L raaklyn )

H
Oplossing:
HI = HG
In AHIJ, d?=8>+5°
o.d* =89
s.d=94cm
2.
Oplossing:
LM =LK =6
LN =17,5cm
SMN=75—-6=1,5cm
OM =2 cm
In AOMN, €% =22+ (1,5)
. e =6,25
s.e=25cm
3.

372

(raaklyne uit een pt. )
( gegee )

(radius)
(Pythagoras, radius L raaklyn )
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Oplossing: f =3 cm

Oefening 8 — 6: Raaklyn-koord stelling

1. Bepaal die waardes van die onbekende simbole en gee redes vir jou antwoord.

a)
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e)
R
S
k P
Q
O
f)
O
Q
0\ R
T
S
g)
R
Q £
&
P
Oplossing:
a)

a = 33° (raaklyn-koord )
b=33° (verwisselende Ze, OP || SR)
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c=T2° (raaklyn-koord)
d= M (gelykbenige A)
= 54° (verwisselende Ze, OP || SR)
o)
f=38° (raaklyn-koord)
g =47° (raaklyn-koord)
d) X X
01 = Q1 = 66° (gelykbenig, raaklyn-koord)
o1 =180° — 2 x 66° (som hoeke van A)
= 48°
e)
1= 180° — 101° — 39° (Ze op reguitlyn )
o1 =40°
j =101° (raaklyn-koord)
k =i =40° (raaklyn-koord)
f)
n = 34° (raaklyn-koord)
o = 180° — 90° — 34° (som hoeke van A)
.. 0= H56°
m = 56° (raaklyn-koord)
8
q = 52° (raaklyn-koord)
p = 90° — 52° (raaklyn L radius )
c.p=38°
r = 90° (£ in halfsirkel)

2. O is die middelpunt van die sirkel en SPT is 'n raaklyn, met OP 1 ST. Bepaal
a, b en ¢, met redes.

64°

Oplossing:

a = 90° — 64° (raaklyn L radius )

= 26°

b = 64° (raaklyn-koord)

c=2x 64° (£ by mid.pt = 2/ by omtrek )
= 128°
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Gegee AB = AC, AP || BC en Ay = B,. Bewys.

a) PAL is 'n raaklyn aan die sirkel ABC.
b) AB is 'n raaklyn aan die sirkel ADP.

Oplossing:
a)
A; = ACB
ACB = ABC
1211 = ABC
.. PAL is raaklyn aan sirkel ABC
b)
AQ = BQ
APB = B,

. APB = A,ABC
.. AB is raaklyn aan sirkel ADP

8.1. Sirkelmeetkunde

(verwisselende Ze, AP || BC')
(Ze teenoor gelyke sye , AB = AC)

(£ lyn/koord = Z in teenoorst. seg.)

( gegee )
(verwisselende Ze, AP || BC)

(£ lyn/koord = Z in teenoorst. seg.)



8.2 Opsomming

Oefening 8 — 7: Einde van die hoofstuk oefeninge

B

AOC is die middellyn van die sirkel met middelpunt O. F' is die middelpunt
van koord EC. BOC = COD en B = z. Druk die volgende hoeke uit in terme
van x, met vermelding van redes:

a) A
b) COD
oD
Oplossing:
a)
A=z (radius OA = OB)
b) A
COB =2z (hoeke by midpunt en op omtrek)
= COD (gegee)
= gz
C) A A
E=1CcOD
= 77 (hoeke by midpunt en op omtrek)

A~

D =90° -z (som ZeA = 180°)
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D, E, F en G is punte op die sirkel met middelpunt M. Fy = 7°en Dy = 51°.
Bepaal die groottes van die volgende hoeke, met vermelding van redes:

a) D d) G
b) M,
¢) FQ e) El
Oplossing:
a)
Dy = 2 X 78 (£ by mid.pt =2 x £ by omtrek)

D1 = 39°
b)

My =2 x 51° (£ by mid.pt =2 x Z by omtrek)

My =102°
M, = 180° — 102° (Ze op reguitlyn)
M1 = T8°
)
Fy+ Ey =102°  (buite ZA)
£y =By (ME = MF)
= 51°
d)
G =EFD (Ze op dieselfde koord)
= 58°

e)

Ey =180° —90° - G
= 180° — 90° — 58°
s By =32°
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N

<

B

O is 'n punt op die sirkel met middelpunt M. O is ook die middelpunt van 'n
tweede sirkel. DA sny die kleiner sirkel by C' en Dy = x. Druk die volgende
hoeke uit in terme van z; met redes:

a) Dy d) AOB
b) OAB
o) OBA e) C
Oplossing:
a) X X
Dy = Dy (Ze op gelyke koorde, OA = OB)
=X
b)
OAB =2z (/e op dieselfde koord)
o)
OBA ==z (gelyke radii, OA = OB)
d)
AOB = 180° — 2x (som Ze A = 180°)
e)

C=90°—x (Ze op dieselfde koord))

O is die middelpunt van die sirkel met radius 5 cm en koord BC' = 8 cm. Bere-
ken die lengtes van:

a) OM
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b) AM

c) AB
Oplossing:
a)
InOMC, OC?=O0M?+ MC? (Pythagoras)
52 = OM?* + 42
.OM =3 cm
b)
AM =5+3
.. AM =8 cm
)
In ABM, AB? = BM?+ AM? (Pythagoras)
AB? = 8% + 42
AB = /30
. AB = 4y/5cm
5.
A
.
5 C
AO || CB in sirkel met middelpunt O. AOB = 70° en OAC = z. Bereken die
waarde van x, met opgaaf van redes.
Oplossing:
C=140B  (£bymid.pt =2 by omtrek)
= 35°
cox = 35° (verwisselende Ze, AO || BC)
6.
Q R
X
0
T S
P

PQ is die middellyn van die sirkel met middelpunt O. SQ halveer PQR en
PQS = x.
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a) Skryf nog twee hoeke neer wat ook gelyk is aan z.
b) Bereken POS in terme van z, met opgaaf van redes.

c) Bewys dat OS 'n loodregte halveerlyn is van PR.

Oplossing:
a) X
RQS ==z
QSO ==
b) X X
POS =2 x PQS (hoeke by midpunt en op omtrek)
= 2t
o)
xT1 = T2 (bewys)
QR OS
-.R=RTS (verwisselende Ze, QR || OS)
=90° (R = Z in halfsirkel)
. PT=TR

.. OS halveer loodreg PR

A

s,
BC

BOD is 'n middellyn van die sirkel met middelpunt O. AB = AD en OCD =
35°. Bereken die waarde van die volgende, met redes:

a) ODC d) BAD

by COD

¢ CBD e) ADB
Oplossing:

a)

0DC = 35° (gelyke radii, OC = OD)

b)

COD =180°—70°  (somZe A = 180°)
= 110°

CBD =1COD  (Ze op reguitlyn CD)
= 55°
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BAD =90° (£ in halfsirkel)

ADB = M (som Ze in A = 180°)
= 45°

QP in die sirkel met middelpunt O, is verleng na T" sodat PR = PT. Druk y uit
in terme van z.

Oplossing:
T =y (PT = PR)
QPR =2y (buiteZA = som binne Ze)
Sox=2(2y) (Ze by midpunt en op omtrek op QR)
x =4y

=l

O is die middelpunt van die sirkel met middellyn AB. CD 1 AB by P en koord
DE sny AB by F. Bewys dat:

a) CBP = DPB
b) CED = 2CBA
o) ABD =1c04

Oplossing:
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In ACBP en ADBP:

CP=DP (OP 1L CD)
CPB = DPB = 90° (gegee)
BP = BP (gemeen)
..ANCBP = DBP (SHS)

CED = CBD (£'son CD)
Maar CBA = DBA (ACBP = ADBP)
.CED =2CBA

DBA=CBA (ACBP = ADBP)
CBA = %COA (Ze by midpunt en omtrek op boog AC)
- ABD =100A

Q n P
\
O

In die sirkel met middelpunt O, OR 1. QP, PQ = 30 mm en RS = 9 mm.

Bepaal die lengte van OQ.

Oplossing:
In AQOS,
Q0% =08% +QS? (Pythagoras )
z? = (z — 9)% + 152
z2 = 22 — 18z + 81 + 225
182 = 306
S =17
11.
P
S
T
R
Q

Hoofstuk 8. Euklidiese meetkunde

383




P, Q, Ren S'is punte op die sirkel met middelpunt M. PS en QR word verleng
en ontmoet by T. PQQ = PR en PQR = 70°.

a) Bepaal, met redes, nog drie hoeke gelyk aan 70°.
b) As QPS = 80°, bereken SRT, STR en PQS.
c) Verduidelik hoekom P@ 'n raaklyn is aan die sirkel QST by punt Q.

)
)
)
d) Bepaal PMQ.

Oplossing:
a) QRP,QSP,RST
b)
In AQOS,
SRT = 80° (buite hoek koordevierhoek )
STR =180° —80° —30°  (som Zein A = 180°)
. STR = 30°
In APQS, PQS =180°—80°—30°  (som Zein A = 180°)
. PQS = 30°

o PQS = QTS = 30°, dus PQ is ‘n raaklyn aan die sirkel deur QST (hoek
tussen lyn en koord gelyk aan in teenoorst. segment)

d)
In APMQ, P]\:IQ =180° —30° —40°  (som Zein A = 180°)
- PMQ = 110°
12.
B
C
AP O “

POQ is 'n middellyn van die sirkel met middelpunt O. QP is verleng na A en
AC' is 'n raaklyn aan die sirkel. BA 1 AQ en BCQ is 'n reguitlyn. Bewys:

a) PCQ = BAP

b) BAPC is 'n koordevierhoek

c) AB = AC

Oplossing:

a) X
PCQ =90° (£ in halfsirkel )
BAQ = 90° (gegee BA 1 AQ)

. PCQ = BAQ
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PCQ = BAQ ( bewys )
.. BAPC'is 'n koordevierhoek (buitehoek = teenoorst. binne /)
c) A A
CPQ = ABC (buite Z koordevierhoek )
BCP =CPQ+CQP  (buite ZA)
ACP =CQP (raaklyn-koord)
- BCA=CPQ
.= ABC
.AB = AC ( hoeke teenoor gelyke sye)
13.
A
C T
B
T'A en TB is raaklyne aan die sirkel met middelpunt O. C'is 'n punt op die
omtrek van AT B = z. Druk die volgende uit in terme van z, met vermelding
van redes:
a) ABT
b) OBA
o C
Oplossing:
a) 90° — &
b) OBA =%
0 90° — &
14.
B
)
D
A C

AOB is 'n middellyn van die sirkel AEC'B met middelpunt O. OF || BC en
sny AC by D.
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a) Bewys AD = DC

b) Toon dat ABC halveer word deur EB
)
)

0 As OEB = z, druk BAC uit in terme van z

d) Bereken die radius van die sirkel as AC = 10 cmen DE = 1 cm
Oplossing:
a)
BC | OFE ( gegee )
ACB=90° (£ in halfsirkel )
-.ODC = 90° ( ooreenkomstige Ze, BC' || OF)
-.AD = DC (loodlyn van midpt. sirkel na midpt. koord )
b) X X
OEB = EBC ((verwisselende Ze, OF || BC)
OFE =0B ( gelyke radii)
..OEB = OBE (Ze teenoor gelyke sye )
-.OBE = EBC
. ABC word halveer
o)
In ABAC,
BAC =180° —90° — 2z  (som ZA)
. BAC = 90° — 2z
d)
In AAOD,
Laat AO =1
AO? =52 + (r —1)2 ( Pythagoras )
r2=254+r2—2r+1
2r = 26
S.r=13cm
15.
T
\%4
Q
S
w
R
P
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PQ en RS is koorde van die sirkel en PQ || RS. Die raaklyn aan die sirkel by
@ ontmoet RS verleng by T'. Die raaklyn by S ontmoet QT by V. QS en PR
word getrek.

Laat T7QS = z en QRP = y. Bewys dat:

a) TVS = 2QRS
b) QV SW is 'n koordevierhoek
0 QPS+T = PRT

d) W is die middelpunt van die sirkel

Oplossing:
a)
In AVQ@S,
Vv =VS ( raaklyne vanaf een punt )
SV8Q=VQS ==z (Ze teenoor gelyke sye )
TVS=z+=z (buite ZA)
= 2i¢
En QRS = QPS =z (Ze in dieselfde segment )
- TVS =2QRS
b)
TVS = 2QRS ( bewys )
VQS = QPS (raaklyn-koord)
QPS=PSR==x (verwisselende Ze, PQ || RT)
En QWS = 2QRS ( buite ZAW SR)

S TVS =QWS =2
. QVSW = is 'n koordevierhoek (buite Zvan koordevierhoek )

)
Q=QRP=y (raaklyn-koord)
Q=T=y (verwisselende Ze, PQ || RT)
PRT =z +y
En QPS =z (£ bewys )
LQPS+T=z+y = PRT
d)
QRS =z ( bewys )
QWS = 2 ( bewys )

. W = is mid.pt sirkel (£ by mid.pt = 2/ by omtrek)

16.
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Die twee sirkels sny by punte F' en D. BFT is 'n raaklyn aan die kleiner sirkel
by F. Reguitlyn AFE word so getrek dat DF = EF. CDE 'n reguitlyn is en
koord AC en BF sny by K. Bewys dat:

a) BT | CE
b) BCEF is 'n parallelogram
c) AC = BF
Oplossing:
a) o
E =D, (Ze teenoor gelyke sye )
F=F ( regoorstaande Ze)
en Fy = Dy (raaklyn-koord)
Fl = DQ
..BT ||CE ( ooreenkomst. Ze gelyk )
b)
..BT ||CE ( bewys)
L B=0 (Ze in dieselfde segment)
. AE || BC (verwisselende Ze)
.. BCEF is parallelogram (£ beide teenoorst. sye ||)
c) X A
"= C1 ( bewys )
h=F ( bewys )
A=Cy (verwisselende Ze, AE || BC)
L A=E
AC =CFE ( hoeke teenoor gelyke sye )

BF =CE ( teenoorst. sye parm =)
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9  Finansies, groei en verval

e Bespreek terminologie.

e Baie belangrik om te beklemtoon dat berekeninge nie afgerond moet word voor
die finale antwoord nie.

e Leerders behoort berekeninge in een stap te kan doen deur die geheuefunksie
van hulle sakrekenaars te gebruik.

e Trek tydlyne wat die verskillende tydsperiodes, rentekoerse en enige deposito-
s/onttrekkings aantoon.

e Bespreek regte lewe finansiéle sake: spaar, begrotings, belasting, aftrede, ens.

9.1 Hersiening

Oefening 9 — 1: Hersiening

1. Bepaal die waarde van 'n belegging van R 10 000 teen 12,1% enkelvoudige rente
per jaar vir 3 jaar.

Oplossing:

A= P(l1+in)
=10 000(1 + 0,121 x 3)
=R 13 630

2. Bereken die waarde van R 8000 belé teen 8,6% p.j. saamgestelde rente vir 4
jaar.

Oplossing:

A=P+i)
= 8000(1 + 0,086)*
=R 10 246,59

3. Bereken hoeveel rente John sal verdien as hy R 2000 vir 4 jaar belé teen:

a) 6,7% p.j. enkelvoudige rente

b) 5,4% p.j. saamgestelde rente

Oplossing:
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A=P(l+in)
= 2000(1 + 0,067 x 4)
=R 2536

A=PQA+i)"
= 2000(1 + 0,054)*
= R 2468,27

4. Die waarde van die belegging groei van R 2200 tot R 3850 in 8 jaar. Bepaal die
enkelvoudige rentekoers waarteen dit belé is.

Oplossing:

A=P(1+in)
3850 = 2200(1 + 87)
3850
200 18
92200 8i
1 /3850 .
S (iR
8 <2200 )
- i=9.38%

5. James het R 12 000 gehad en het dit vir 5 jaar belé. As die waarde van sy
belegging R 15 600 is, watter saamgestelde rente het dit verdien?

Oplossing:

A=P1+i)"
15 000 = 12 000(1 + i)®
15 000 N5
12000~ L9
5/15 000 .
1=
12 000
o= 4,56%
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9.2 Enkelvoudige of saamgestelde waardevermindering

Enkelvoudige waardevermindering

Oefening 9 — 2: Enkelvoudige verval

1. 'n Besigheid koop 'n vragmotor vir R 560 000. Oor 'n periode van 10 jaar de-
presiéer die waarde van die vragmotor na R 0 volgens die reguitlynmetode. Wat
is die waarde van die vragmotor na 8 jaar?

Oplossing:
560 000
Depresiasiebedrag = T
= R 56 000 per jaar
Virn =8
A = 560 000 — 8(56 000)
=R 112 000

2. Harry wil sy oupa se donkie vir R 800 koop. Sy oupa is ingenome met die
aanbod, aangesien die donkie slegs teen 3% per jaar gedepresiéer het op die
reguitlynmetode. Oupa het die donkie 5 jaar gelede gekoop. Wat het oupa
oorspronklik vir die donkie betaal?

Oplossing:

A=P(1l—in)
800 = P(1 — (0,03 x 5))
800
. O,E =
- P—R941,18

3. Sewe jaar gelede het Rocco se drommestel hom R 12 500 gekos. Dit is nou ge-
waardeer op R 2300. Teen watter koers van enkelvoudige waardevermindering
het dit gedepresiéer?

Oplossing:

A=P(1l—in)

2300 = 12 500(1 — (i x 7))

2300 .
2500 L7

0,184 — 1= —Ti

~0,816

-7

i = 11,66%
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4. Fiona koop 'n DStv satellietskottel vir R 3000. As gevolg van verwering de-

presiéer die waarde daarvan met 15% per jaar. Na hoe lank sal die satellietskottel
'n boekwaarde van nul hé?

Oplossing:
Depresiasiebedrag = 3000 x 15
100
= R 450 per jaar
3000
T 450
= 6,666 . ..
c.n =T jare
Of
A=P(1—in)
0 =3000(1 — 0,15 x n)
.0=1-0,15n
0,15n =
1
" 015
= 6,666
.m =T jare

Saamgestelde depresiasie

Oefening 9 — 3: Saamgestelde depresiasie

1. Jwayelani koop 'n vragmotor vir R 89 000 en depresiéer dit teen 9% p.j. deur
die saamgestelde waardeverminderingsmetode te gebruik. Wat is die waarde
van die vragmotor na 14 jaar?

Oplossing:

A=P@1—)"
=89 000(1 — 0,09)*
=89 000(0,91)™*

. A=R23766,73

2. Die aantal rietduikers by die Amanzimtoti-riviermond neem af met 'n saamge-

stelde koers van 8% p.j. As daar nou 10 000 rietduikers is, hoeveel sal daar 18
jaar van nou af wees?
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Oplossing:

A=P@1—i)"
=10 000(1 — 0,08)*®
=10 000(0,92)'®
= 2229.36. ..
A = 2229 rietduikers

3. Op 1 Januarie 2008 is die waarde van my Kia Sorento R 320 000. Elke jaar daarna
sal die motor se waarde verminder met 20% van die vorige jaar se waarde. Wat
is die waarde van die motor op 1 Januarie 20122

Oplossing:

A=P1—i)"
=320 000(1 — 0,2)*
= 320 000(0,8)*
S A=R 131072

4. Die bevolking van Bonduel verminder teen ‘n verminderde-balans koers van
9,5% per jaar, soos mense na die stede migreer. Bereken die afname in bevolking
oor 'n periode van 5 jaar as die oorspronklike bevolking 2 178 000 was.

Oplossing:

A=P(1—i)"
=2 178 000(1 — 0,095)°
=2 178 000(0,905)°
- A =132 221

5. 'n 20 kg waatlemoen bestaan uit 98% water. As dit buite in die son gelaat word
verloor dit elke dag 3% van hierdie water. Hoeveel weeg dit na 'n maand van 31
dae?

Oplossing:

A=P1—i)"
98
A=(20x — | (1 - 31
< 0 x 100) (1 —0,03)
=19,6(0,97)%
S A=1762kg

6. Richard het 15 jaar gelede 'n motor gekoop en dit het met 17% p.j. op 'n saamge-
stelde basis gedepresiéer. Hoeveel het hy vir die motor betaal as dit nou R 5256

werd is?
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Oplossing:

A=P(1—i)"
5256 = P(1 —0,17)'%
5256
0,831

-, P =R85997,13

Om i te bepaal

Oefening 9 — 4: Om ; te bepaal

1. 'n masjien kos R 45 000 en het 'n afskryfwaarde van R 9000 na 10 jaar. Bepaal
die jaarlikse depresiasiekoers bereken op die verminderde-balans metode.

Oplossing:

A=P(1-i)"
9000 = 45 000(1 — 7)*°
9000 10
mooo - LY

10/ 9000 i
45 000 B

i =14,9%

2. Na 15 jaar is 'n vliegtuig % van sy oorspronklike waarde werd. Teen watter
jaarlikse koers is waardevermindering saamgestel?

Oplossing:

A=P(1—i)"
—P=P(1-4)"
1
S (145
s =(1—1)
1
1(\)/2—1=—2
i =16,4%

3. Mnr. Mabula koop meubels teen R 20 000. Na 6 jaar verkoop hy die meubels
vir R 9300. Bereken die jaarlikse saamgestelde waardeverminderingskoers van
die meubels.
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Oplossing:

A=P(1—i)"
9300 = 20 000(1 —4)8
9300 .
20 000
o/ 9300 P
20 000
oo =12,0%

4. Ayanda het 7 jaar gelede 'n nuwe motor gekoop teen dubbel wat dit vandag
werd is. Teen watter jaarlikse saamgestelde koers het haar motor gedepresiéer?

Oplossing:
A=P1—-)"
—P=P(1 i)
1
%:u—@7
2
1= 9,4%

Oefening 9 — 5: Tydlyne

1. Na 'n 20-jaar periode word Josh se enkelbedragbelegging uitbetaalbaar tot 'n
bedrag van R 313 550. Hoeveel het hy belé as sy geld rente teen 'n koers van
13,65% p.j. verdien het, halfjaarliks saamgestel vir die eerste 10 jaar, dan 8,4%
p.j. kwartaalliks saamgestel vir die volgende vyf jaar, en dan 7,2% p.j. maande-
liks saamgestel vir die oorblywende tydperk?

Oplossing:
T(] T5 T10 T15 T20
| | | | |
I I | | ]
P ! ! R 313 550
13,65% p.j. 8,4% p.j. 7.2% p.j.
halfjaarliks kwartaalliks  maandeliks
saamgestel saamgestel  saamgestel
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A= P(1+i)"

0,1365 19%2 0,084 >4 0,072\ <2
313550:P<1—|— ’2 ) <1+’T> <1+’1—2>

= P (1,06825)% (1,021)* (1,006)%°
= R 38 588,25

2. Sindisiwe wil 'n motorfiets koop. Die koste van die motorfiets is R 55 000. In
1998 het Sindisiwe 'n rekening by Sutherland Bank met R 16 000 oopgemaak.
Toe het sy in 2003 nog R 2000 in die rekening inbetaal. In 2007 het Sinidisiwe
nog ‘'n verandering gemaak: sy het R 3500 onttrek vanuit die rekening. As die
rekening 6% betaal, halfjaarliks saamgestel, sal Sinidisiwe teen die einde van
2012 genoeg geld hé om die motorfiets te koop?

Oplossing:
T Ts Ty Ty
| | | |
R 16 000 R 2000 —R 3500
6% p.j. halfjaarliks saamgestel
A=P(1+i)"

0.06 14x2 0.06 9x2 0.06 5x2
= 16 000 <1 =+ ’T) + 2000 (1 < ’T> — 3500 (1 4F ’T)

= 16 000 (1,03)%® 4 2000 (1,03)'® — 3500 (1,03)"°
— R 35 308,00

3. 'n Lening moet terugbetaal word in twee gelyke halfjaarlikse paaiemente. As die
rentekoers 16% per jaar is, halfjaarliks saamgestel, en elke paaiement is R 1458,
bereken die bedrag wat geleen is.

Oplossing:

A=P1+i)"
=P(1+ g)l
= Py(1,08)
Dus Py(1,08) = 1458 + P,
en P»(1,08) = 1458
1458
~ 108
P1(1,08) = 1458 + Pg
_ 1458 " 1458
1,08 ' (1,08)2
= R 2600

oo Py

1
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4. 'n Man met die naam van Phillip belé R 10 000 in 'n rekening by North Bank
teen 'n rentekoers van 7,5% p.j. maandeliks saamgestel. Na 5 jaar verander die
bank die rentekoers na 8% p.j. kwartaalliks saamgestel. Hoeveel geld sal Phillip
in sy rekening hé 9 jaar na die oorspronklike deposito?

Oplossing:

To T Ty
| |
| | |

R 10 000

7,5% p.j. maandeliks saamgestel 8% p.j. kwartaalliks saamgestel

A=P(1+i)"
0.075 5x12 0.08 4x4
=1 14+ 2 14+ 2=
0000<+ 12) <+ 4>
= 10 000 (1,00625)%° (1,02)"°
— R 19 950,62

5. R 75000 is belé in 'n rekening wat rente bied teen 11% p.j. maandeliks saam-
gestel vir die eerste 24 maande. Dan verander die rentekoers na 7,7% p.j. half-
jaarliks saamgestel. As R 9000 vanuit die rekening onttrek word na een jaar,
en 'n addisionele deposito van R 3000 drie jaar na die oorspronklike belegging
gemaak word, hoeveel geld sal in die rekening wees teen die einde van 6 jaar?

Oplossing:
TO Tl T2 T3 T6
I I i I I
R 75 000 -R 9 000 : R 3 000
11%p.j. maandeliks saamgestel 7, 7%p.j. halfjaarliks saamgestel
A=P(l+4)"
0.11 2x12 0.077 4x2
=75000(1+—— 1+ 2—
(%) ()

0,11 2*12 0,077\ **2 0,077 32
— 9000 (1 + ?) (1 + T) + 3000 <1 + T)

— R 1149 283,50

6. Christopher wil 'n rekenaar koop, maar op die oomblik het hy nie genoeg geld
nie. 'n Vriend het vir hom gesé dat die rekenaar oor 5 jaar R 9150 sal kos.
Christopher besluit om vandag geld te begin spaar by Durban United Bank. Hy
deponeer R 5000 in 'n spaarrekening met 'n rentekoers van 7,95% p.j. maande-
liks saamgestel. Dan, na 18 maande, verander die bank die rentekoers na 6,95%
p.j. weekliks samgestel. Na nog 6 maande verander die rentekoers weer na
7,92% p.j. wat twee keer per jaar saamgestel word. Hoeveel geld sal Christo-
pher in die rekening hé na 5 jaar, en sal hy dan genoeg geld hé om die rekenaar
te koop?
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Oplossing:

To 15 Ty Ts
| | | |
| | | |
R 5 000 : :
7,95%p.j. maandeliks saamgestel 6, 95%p.j. weekliks saamgestel 7,92%p.j. halfjaarliks saamgestel

A=P(1+i)"

0,0795 1212 0,0695\ %552 0,0792 3*2
1+ 1+
12 52 2

0,0795\ '8 0,0695 26 0,0792\ °
— 14+ 1+ 14+ =2
5000(+ 12) (+ 52) (+ ! )

=R 7359,83

= 5000 (1 +

9.4 Nominale en effektiewe rentekoerse

Oefening 9 — 6: Nominale en effektiewe rentekoerse

1. Bepaal die effektiewe jaarlikse rentekoers as hierdie die nominale rentekoers is:

a) 12% p.j. kwartaalliks saamgestel.
b) 14,5% p.j. weekliks saamgestel.
c) 20% p.j. daagliks saamgestel.

Oplossing:
a)
HCORN
1+i=[14+-—
m
0,12\*
=(1+2=) -1
=(1+2F)
= (1,03)* -1
=0,121255. ..
oi=12,6%
b)

MO
1+i=(1+-—
m

0,145\ 12
= (1+222) -1
7 (—i— 12)

= 0,155035.. ...
i =15,5%
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c)

1+i=(14+—
m

0.2 365
= (1+-2) -1
! <+365>

=0,221335...
i =221%

2. Beskou die volgende:

e 16,8% p.j. jaarliks saamgestel.
e 16,4% p.j. maandeliks saamgestel.
e 16,5% p.j. kwartaalliks saamgestel.

a) Bepaal die effektiewe jaarlikse rentekoers van elk van die nominale koerse
wat hierbo gelys word.

b) Watter rentekoers is die beste vir 'n belegging?
c) Watter rentekoers is die beste vir 'n lening?

Oplossing:
a)
im\"™"
1+i=[14+—
m
0,164\ '
=(1+=2—) -1
) < = o )
=0,176906. . .
i =17,7%
HCORN
1+i=(14+—
m
0,165\ "
=(1+2—=) -1
o= (1+27)
=0,175493.. ..
L i=175%
b) 17,7%
0 16,8%

3. Bereken die effektiewe jaarlikse rentekoers wat gelyk is aan ‘'n nominale rente-
koers van 8,75% p.j. maandeliks saamgestel.

HCORN
1+i=(14+-—
m

0,0875 12
=1+ = =l
7 ( aF o )

= 0,091095.. . .
St =9,1%

Oplossing:
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4. Cebela ontvang 'n nominale rentekoers van 9,15% per jaar, wat elke vier maande
op haar belegging van R 85 000 saamgestel word. Bereken die effektiewe koers
per jaar.

Oplossing:

HCORN
1+i=(1+—
m

1 3
i = (14——0’0?? 5) -1

= 0,094319. ..
c1=9,4%

5. Bepaal watter van die volgende 'n beter ooreenkoms sal wees om ’n studentele-
ning terug te betaal:

a) 9,1% p.j. kwartaalliks saamgestel.
b) 9% p.j. maandeliks saamgestel.

©) 9,3% p.j. halfjaarliks saamgestel.

Oplossing:
a)
i\
1+i=(14+4—
m
0,091\*
=1+ ==] —1
= (1)
=0,094152. ..
o1 =942%
b)
‘ im\ "™
1+71=(1+ —
m
0,09 12
=(1+=—=") -1
7 ( aF 12)
= 0,093806.. ..
1 =9,38%
c)

i\
1+i=(1+-—
m

2
(= (1 209V

= 0,095162...
i = 9,52%
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6. Miranda belé R 8000 vir 5 jaar vir haar seun se studiefonds. Bepaal hoeveel geld

sy aan die einde van die periode sal hé, en die effektiewe jaarlikse rentekoers as

die nominale rentekoers van 6% as volg saamgestel word:

Berekening Opgeloopte Effektiewe
bedrag jaarlikse
rentekoers
jaarliks
halfjaarliks
kwartaalliks
maandeliks
Oplossing:
Berekening Opgeloopte Effektiewe jaarlikse
bedrag rentekoers
5
jaarliks | 8000 (1 + 0{”) R 10 705,80 6%
10 2
halfjaarliks | 8000 (1+%9%) | R10751,33 | (1+%)" —1=6,09%
20 7
kwartaalliks| 8000 (1 n Ofﬁ) R 10 774,84 (1 +006)" 1 = 6,14%
60 T2
maandeliks | 8000 (1+%5%)" | R10790,80 | (1+2%) " —1=6,17%

9.5 Opsomming

Oefening 9 — 7: Einde van die hoofstuk oefeninge

1. Thabang koop 'n Mercedes wat R 385 000 in 2007 werd is. Wat sal die waarde
van die Mercedes teen die einde van 2013 wees as:

a) die motor teen 6% p.j. reglynige waardevermindering depresiéer.
b) die motor teen 6% p.j. verminderde-saldo waardevermindering depresiéer.

Oplossing:
a)
A=P(1—1in)
= 385 000(1 — 0,06 x 6)
— 385 000(0,64)
.1 =R 246 400
b)
A=P(1—in)

= 385 000(1 — 0,06)°
= 385 000(0,94)°
-.i=R265599,87
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2. Greg gaan 'n 5-jaar huurkoop ooreenkoms aan om ’n rekenaar vir R 8900 te
koop. Die rentekoers word genoteer as 11% per jaar gebaseer op enkelvoudige
rente. Bereken die maandelikse betaling vir hierdie kontrak.

Oplossing:

A=P(1+in)
= 8900(1 + 0,11 x 5)
= 8900(1,55)
=R 13795
13 795

5 x 12
=R 229,92

*. maandelikse terugbetaling =

3. 'n Rekenaar word aangekoop teen R 16 000. Dit depresiéer teen 15% per jaar.

a) Bepaal die boekwaarde van die rekenaar na 3 jaar as waardevermindering
met die reglynige metode bereken word.

b) Vind die koers volgens die verminderde-saldo metode wat na 3 jaar die-
selfde boekwaarde sou oplewer as wat bereken is in die vorige vraag.

Oplossing:
a)
A=P(l—in)
=16 000(1 — 0,15 x 3)
= 16 000(0,55)
= R 8800
b)
A=P(1-i)"
8800 = 16 000(1 — )*

8800 3
6000 ~ L7

/8800
16 000
<0 =0,180678. .
ni=181%

4. Maggie belé R 12 500 vir 5 jaar teen 12% per jaar, maandeliks saamgestel vir
die eerste 2 jaar, en dan 14% per jaar, halfjaarliks saamgestel vir die volgende 3
jaar. Hoeveel sal Maggie na 5 jaar ontvang, in totaal?

Oplossing:
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A=P(1+i)"
0.12 2x12 014 3%X2
— 1+ 2= 1+2=
soo (14 522) " (14 229)
= 125 000 (1,01)** (1,07)°
- A=R238191,17

5. Tintin belé R 120 000. Hy ontvang 'n nominale rentekoers van 7,2% per jaar,
maandeliks saamgestel.

a) Bereken die effektiewe koers per jaar (korrek tot twee desimale plekke).

b) Gebruik die effektiewe koers om die waarde van Tintin se belegging te
bereken as hy die geld vir 3 jaar belé het.

c) Veronderstel dat Tintin sy geld vir 'n totale periode van 4 jaar belé, maar na
18 maande 'n onttrekking van R 20 000 maak. Hoeveel sal hy ontvang aan
die einde van die 4 jaar?

Oplossing:
a)
i\
1+i= (14—
m
0,072 2
=(1+2>2—") -1
/) < = 2 >
=0,074424 . ..
ci=T7,44%
b)
A=P1+i)"
= 120 000 (1 + 0,0744)*
=120 000 (1,0744)*
. A =R 148 826,15
)

A=P(1+i)"
=120 000 (1 4 0,0744)* — 20 000 (1 4 0,0744)*°
= 120 000 (1,0744)* — 20 000 (1,0744)%?
. A =R 135 968,69

6. Ntombi maak rekeninge by 'n aantal klerewinkels oop en bestee kwistig. Sy
maak groot skuld en kan nie haar rekeninge afbetaal nie. Sy skuld R 5000 aan
Fashion World en die winkel stem in dat sy die rekening teen 'n nominale rente-
koers van 24%, maandeliks saamgestel, kan afbetaal.

a) Hoeveel geld sal sy aan Fahion World verskuldig wees na twee jaar?

b) Wat is die effektiewe rentekoers wat Fashion World haar laat betaal?

Oplossing:
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A=P1+)"
0,24
14+ ===

= 5000< B

= 5000 (1,02)**
. A=R8042,19

)2)(12

;(m)
14+i=(1+-—

w)

0,24\ 2
=1+ 222) —1
7 ( aF 12)
= 0,268241 . ..
- i=26,82%

7. John belé R 30 000 in die bank vir 'n periode van 18 maande. Bereken hoeveel
geld hy teen die einde van die periode sal hé en bereken die effektiewe jaarlikse
rentekoers as die nominale rente van 8% as volg saamgestel word:

Berekening Opgeloopte Effektiewe
bedrag jaarlikse
rentekoers
jaarliks
halfjaarliks
kwartaalliks
maandeliks
daagliks
Oplossing:
Berekening Opgeloopte | Effektiewe jaarlikse
bedrag rentekoers
jaarliks 30 000 (1 4 0,08)" R 33 671,07
o 0,08 1°2 0,082
halfjaarliks | 30 000 (1+ 4% R3374592 (1+%8) —1-
8,16%
: 0,08\ 1°%1 0,08\%
kwartaalliks| 30 000 (1+ %) R3378487 (1+%%) —1=
8,24%
T5x12 12
maandeliks | 30 000 (1+ %3°) R3381144| (1+98) —1-
8,30%
T,5%365 365
daagliks | 30 000 (1+ %% R33828,17 | (1+5%)" 1=
8,33%

8. Skakel 'n effektiewe jaarlikse rentekoers van 11,6% p.j.

rentekoers wat as

a) halfjaarliks

volg bereken word:
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b) kwartaalliks

¢) maandeliks

Oplossing:
a)
HCORN
1+i=[1+—
m
i@\
/1,116 — 1 i
T 2
2 (/1116 1) =i
-1 =11,3%
b)
. < i(m>>m
1+e= (14—
m
@\
140116 = (14—
Y1116 — 1 i
T
1 ({*/1,116 - 1) e
% =11,1%
)
HCORN
1+i=(1+—
m
A(12) 12
140,116 = | 1+ —
;(12)
12/1116 — 1 = ST

12 ( 12/T,116 — 1) _ 12

i1 =11,0%

9. Joseph moet sy erf in die Weskus verkoop en hy moet R 300 000 inkry uit die
verkoop van die grond. As die eiendomsagent 7% kommissie neem op die ver-
koopsprys, hoeveel moet die koper vir die erf betaal?

Oplossing:
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Laat die verkoopsprys = k

7
— — k
300 000 + TR k

300 000 = k — 0,07k
300 000 = 0,93k
300 000
0,93
.k =R 322 580,65

=k

10. Mev. Brown het afgetree en 'n enkelbedrag van R 200 000 ontvang. Sy het die
geld in 'n vaste spaarrekening gedeponeer vir 6 jaar. Aan die einde van die 6 jaar
was die waarde van die belegging R 265 000. As die rente op haar belegging

maandeliks saamgestel is, bepaal:

a) die nominale rentekoers per jaar

b) die effektiewe jaarlikse rentekoers

Oplossing:
a)
Laat die verkoopsprys = k
5\ 612
265 000 = 200 000 (1 I ﬁ)
265 000 i\"
=(14+—
200 000 12
265000 i
200 000 12
=12 %/ 265000 _
200 000
= 0,046993 . . .
1 =4,7%
b)

11. R 145 000 is belé in 'n rekening wat rente bied teen 9% p.j. halfjaarliks saam-
gestel vir die eerste 2 jaar. Dan verander die rentekoers na 4% p.j. kwartaalliks
saamgestel. Vier jaar na die oorspronklike belegging word R 20 000 onttrek.
6 jaar na die oorspronklike belegging word 'n deposito van R 15 000 gemaak.
Bepaal die balans van die rekening aan die einde van 8 jaar.

Oplossing:
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To 15 Ty Tg Ty

| | | | |
[ I I I |
1
1

R 145 000 -R 20 000 R 15 000
9%p.j. halfjaarliks saamgestel ; 4%p.j. kwartaalliks saamgestel
A= P +i)"

0.09 2X2 0.04 6x4
=145000(1+’T) (H,T)

0,04 +*4 0,04 2*4
— 20 000 <1+’T) + 15 000 (1+’T)

= 145 000 (1,045)* (1,01)** — 20 000 (1,01)* + 15 000 (1,01)®
- A=R212347,69
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10  Waarskynlikheid

e Bespreek terminologie. Hierdie hoorstuk bevat baie woorde wat verwarrend vir
leerders kan wees.

e Hierdie hoofstuk bied goeie geleentheid vir eksperimente en aktiwiteite in die
klaskamer.

e Vereniging- en snydingsimbole is ingesluit, maar “en” en “of”, is die voorkeur
notasie.

e Die komplementsimbool is ingesluit, maar “nie” is die voorkeurnotasie.

e Dit is baie belangrik om die gebeurtenisse - ewekansige dobbelstene, volle stel
kaarte ens. - te definieer.

10.1 Hersiening

Oefening 10 — 1: Hersiening

1. 'n Sak bevat r rooi balle, b blou balle en y geel balle. Wat is die waarskynlikheid
dat 'n bal, wat ewekansig uit die sak gehaal word, geel is?

Oplossing:
Om die waarskynlikheid dat 'n geel bal getrek word te bereken moet ons die
aantal uitkomste wat daartoe lei dat 'n geel bal getrek word deel deur die totale

aantal uitkomste. Die aantal geel balle is y en die totale aantal balle is » + b + .
Dus is die waarskynlikheid dat 'n geel bal getrek word

Y

Plgeel) = 5+

2. 'n Pakkie bevat geel en pienk lekkers. Die waarskynlikheid dat 'n pienk lekker
uitgehaal word is % Wat is die waarskynlikheid dat 'n geel lekker uitgehaal
word?

Oplossing:

Aangesien daar net geel en pienk lekkers in die pakkie is, is die gebeurtenis om
'n geel lekker te kry die komplement van die gebeurtenis om 'n pienk lekker te

kry. Dus,
P(geel) =1 — P(pienk)
B 7
12
)
T 12

3. Jy skiet 'n muntstuk 4 keer op. Wat is die waarskynlikheid dat 2 uitkomste kruis
sal wees en 2 uitkomste munt sal wees? Skryf die steekproefruimte en die ge-
beurtenisversameling neer om die waarskynlikheid van hierdie gebeurtenis te
bepaal.
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Oplossing:
Die steekproefruimte is die saamestelling van al die maniere waarop 'n muntstuk

kan land wanneer dit 4 keer geloot word. Ons gebruik H om kruis voor te stel
en T om munt voor te stel. Die steekproefruimte is

(GK K K) (KGKK;S) (KK S K) (K K;S;S)
(K; S K, K) (K;8K;S) (K388 K) (K;S;S;S)
(S;K;KGK) (S, KK5;S) (S;K;9,K)  (S;K;S;S)
(S; 8, K;K)  (S;8,K;S)  (5;8,9,K)  (S;5;5;9)

Ons wil die waarskynlikheid van die gebeurtenis om 2 keer kruis en 2 munt te
kry bereken. Vanaf die steekproefruimte vind ons al die uitkomste waarvoor dit
die geval is:

{(K; K 55.9); (K585 K 9); (K5 5585 K); (S5 K K5 5); (S5 K595 K); (5595 K5 K}

Aangesien daar 6 uitkomste in die gebeurtenis E is en 16 in die steekproefruimte
S'is, is die waarskynlikheid van 'n gebeurtenis

6 3
PE)=—=-
(E) 16 8
. In’nklas van 37 kinders, is daar 15 kinders wat skool toe stap, 20 wat troeteldiere
by die huis het en 12 wat 'n troeteldier by die huis het en ook skool toe stap.

Hoeveel van die kinders wat skool toe stap het nie 'n troeteldier by die huis nie?

Oplossing:

Laat E die gebeurtenis wees dat 'n kind skool toe stap en laat F' die gebeurtenis
wees dat 'n kind 'n troeteldier by die huis het. Dan kry ons vanaf die probleem-

stelling dat
n(E) =15
n(F) =20
n(EenF)=12

Ons word gevra om n(E en (nie F)) te bereken.

n(E en (nie F)) =n(E) —n(Een F)
=15—-12
=3

. Jy rol twee 6-kantige dobbelstene en stel belang in die volgende twee gebeurte-
nisse:

e A: die som van die dobbelstene is gelyk aan 8
e B: ten minste een van die dobbelstene vertoon 'n 1

Toon aan dat hierdie gebeurtenisse onderling uitsluitend is.

Oplossing:
Die gebeurtenis A het die volgende elemente:

{(2;6); (3;5); (4;4); (5;3); (6;2)}
Siende dat A geen uitkomste bevat waar die dobbelsteen 'n 1 wys nie en B
vereis dat ‘'n dobbelsteen ten minste een 1 wys, het die twee gebeurtenisse geen
gemene uitkomste nie: (A en B) = (). Dus is die twee gebeurtenisse, volgens
die definisie, onderling uitsluitend.

Hoofstuk 10. Waarskynlikheid 411




6. Vra vir jou vriendin om te dink aan 'n getal van 1 tot 100. Jy vra dan vir haar die
volgende vrae:
e Is die getal ewe?
e Is die getal deelbaar deur 7?
Hoeveel moontlike getalle is kleiner as 80 as sy “ja” antwoord opbeide hierdie
vrae!?
Oplossing:

Die eerste vraag vereis dat die getal deur 2 deelbaar moet wees. Die tweede
vraag vereis dat die getal deur 7 deelbaar moet wees. Dus moet ons die veel-
voude van 14 tel wat kleiner is as 80. Hulle is {14;28;42;56;70}, wat 'n totaal
van 5 getalle gee.

7. In 'n groep van 42 leerlinge het almal behalwe 3, 'n pakkie skyfies of 'n Fanta
of altwee. As 23 'n pakkie skyfies het en 7 van hierdie 23 ook 'n Fanta het, wat
is die waarskynlikheid dat 'n leerling wat ewekansig gekies word die volgende
het:

a) skyfies sowel as 'n Fanta
b) net Fanta

Oplossing:
7 _ 1
Q) 13=5

b) Siende dat 42 — 3 = 39 ten minste 'n pakkie skyfies en 'n Fanta gehad het
en 23 'n pakkie skyfies gehad het, het 39 — 23 = 16 dus net 'n Fanta gehad.

16 8
42 21
8. Tamara het 18 sokkies in 'n laai. Agt van hierdie is oranje en twee is pienk. 'n

Sokkie word ewekansig uit die laai uitgehaal. Bereken die waarskynlikheid dat
die sokkie beskryf kan word as:

a) oranje d) nie pienk nie

b) nie oranje nie e) oranje of pienk

c) pienk f) nie oranje of pienk nie
Oplossing:
8 _ 4
A g=73
4_5
by 1-5=3
2 _ 1
=3
1_8
d1-5=3
1.,4_5
©5t5=7
5_ 4
fl-g5=3

9. 'n Boks het gekleurde blokkies. Die aantal blokkies van elke kleur word gegee
in die volgende tabel:

Kleur

Pers

Oranje

Wit

Pienk

Aantal blokkies

24

32

41

19
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'n Blokkie word willekeurig gekies. Wat is die waarskynlikheid dat die blokkie
die volgende kleur sal hé?

a) pers c) pienk en oranje
b) pers of wit d) nie oranje nie?
Oplossing:

a) Voordat ons die vrae beantwoord gaan ons eers die totale hoeveelheid blok-
kies uitwerk. Dit sal vir ons die grootte van die steekproefruimte gee as

n(S) =24 +32+41+19 =116

Die waarskynlikheid dat die blokkie pers is:

P(pers) = n(S)
2
- 116
= (0,21

b) Die waarskynlikheid dat die blokkie pers of wit is:

P(pers of wit) = P(pers) + P(wit)

24 N 41
116 116
= 0,56

c) Aangesien een blokkie nie twee kleure kan wees nie word die waarskynlik-
heid van die gebeurtenis gegee as 0.

d) Ons werk eers die waarskynlikheid uit, dat 'n blokkie oranje is uit:

P(oranje) = T

= 0,28
Die waarskynlikheid dat die blokkie nie oranje is nie:

P(nie oranje) =1 — 0,28
=0,72

10. Die oppervlak van 'n sokkerbal is saamgestel uit 32 vlakke. 12 vlakke is
reélmatige vyfhoeke, waarvan elkeen se oppervlakte ongeveer 37 cm? is. Die
ander 20 vlakke is reélmatige seshoeke, elkeen met 'n oppervlakte van ongeveer
56 cm?.

Jy rol die sokkerbal. Wat is die waarskynlikheid dat dit stop sodat een van die
vyfhoekige kante die grond raak?
Oplossing:

Siende dat 'n sokkerbal rond is, is die waarskynlikheid dat dit op 'n vyfhoekige
kant sal stop eweredig aan die oppervlakte van die kant. Daar is 12 vyfhoeke, elk
met 'n oppervlakte van 37 cm?, wat 'n totale oppervlakte van 12 x 37 = 444 cm?
het. Daar is 20 seshoeke, elk met 'n oppervlakte van 56 cm?, wat 'n totale
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oppervlakte van 20 x 56 = 1120 cm? het. Dus is die waarskynlikheid dat dit op
'n vyfhoek sal stop:

oppervlakte van vyfhoeke 444
totale oppervlakte 444 + 1120
— 0,28

tot 2 desimale.

Venndiagram

Oefening 10 — 2: Venndiagram hersiening

1. Gegewe die volgende inligting:

e P(A)=0,3
e P(BenA)=0,2
e P(B)=0,7

Skets eers ‘'n Venndiagram wat die inligting voorstel. Bereken dan die waarde
van P(B en (nie A)).

Oplossing:

0,2

P(B en (nie A)) = 0,5 is met blou gemerk in die Venn-diagram.
2. Jy word die volgende inligting gegee:

o P(A) =05
e P(Aen B)=10,2
e P(nie B) = 0,6

Skets 'n Venndiagram wat hierdie inligting voorstel en bepaal P(A of B).

Oplossing:

0,3
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P(A of B) = 0,7 is met blou gemerk in die Venn-diagram.

3. ’n Studie is onderneem om te bepaal hoeveel mense in Port Elizabeth besit of 'n
Volkswagen of 'n Toyota. 3% besit beide, 25% besit ‘'n Toyota en 60% besit 'n
Volkswagen. Watter persentasie van mense besit nie een van die twee nie?
Oplossing:

Laat T die gebeurtenis dat ‘'n persoon 'n Toyota besit, verteenwoordig en V die
gebeurtenis dat 'n persoon 'n Volkswagen besit, verteenwoordig. Volgende die
informasie gaande die probleem:

P(TenV)=0,03
P(T) = 0,25
P(V)=06

Ons is gevra om P(nie (T of V)) te bereken.

P(nie (T of V))
=1—P(Tof V) (komplementreél)
=1—-(P(T)+P(V)—P(TenV)) (somreél)
=1—(0,25+0,6 — 0,03)
=0,18
4. Laat S die versameling telgetalle van 1 tot 15 voorstel, X die versameling ewe

getalle van 1 tot 15 en Y die versameling van priemgetalle van 1 tot 15. Skets 'n
Venndiagram wat S, X en Y uitbeeld.

Oplossing:

10.2  Afhanklike en onafhanklike gebeurtenisse

Oefening 10 — 3: Afhanklike en onafhanklike gebeurtenisse

1. Gebruik die volgende Venndiagram om te bepaal of toestande X en Y’

a) onderling uitsluitende of nie-wedersyds eksklusief is;
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b) afhanklik of onafhanklik is

14

Oplossing:

a) Die toestande is onderling uitsluitend as (X enY) = (). Vanaf die Venn-
diagram sien ons dat (X enY) 3 elemente bevat. Dus is X en Y nie-
wedersyds eksklusief nie.

b) Die toestande is onafhanklik as P(X enY) = P(X) x P(Y). In hierdie

geval,
P(XenY)= 3
- 35
14
P(X)=—
10
PY)=—

Dus P(X) x P(Y) = % # P(X enY'). Daarom is X en Y afhanklik.

2. Van die 30 leerders in 'n klas het 17 swart hare, 11 het bruin hare en 2 het rooi
hare. 'n Leerder word gekies uit die klas.

a) Wat is die waarskylikheid dat die leerder swart hare het?
b) Wat is die waarskylikheid dat die leerder bruin hare het?
c) Is die twee toestande onderling uitsluitend?

)
)
)
d)

Is die twee toestande onafhanklik?
Oplossing:

17
30

{e)

11

)
) 30
)
)

(=3

) Ja, aangesien elke leerder net een haarkleur het, dus P(swart en bruin) = 0.

d) Nee, aangesien P(swart en bruin) = 0 # P(swart) x P(bruin).

3. P(M) = 045; P(N) = 0,3 en P(Mof N) = 0,615. Is die toestande in
M en N onderling uitsluitend, onafhanklik of nie-onderling uitsluitend of nie-
onafhanklik?

Oplossing:
Vanaf die somreél,
P(Men N)=P(M)+ P(N)— P(M of N)
=0,4540,3 — 0,615
= 0,135
P(M en N) # 0, dus is die gebeurtenisse nie onderling uitsluitend nie.

Die gebeurtenisse is onafhanklik, siende dat

P(M) x P(N)=0,135=P(M en N)
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4. (Vir verryking)

Bewys dat as toestand A en toestand B onderling uitsluitend is met P(A) # 0
en P(B) # 0, dan is A en B is altyd afhanklik.

Oplossing:
Bewys deur teenstelling.
Neem aan dat A en B onafhanklike gebeurtenisse is. Vanaf die definisie vir onaf-

hanklikheid het ons P(A en B) = P(A) x P(B). Siende dat A en B wedersyds
onafhanklik is, weet ons dat P(A en B) = 0. Dus P(A) x P(B) = 0.

Vir die produk van twee getalle om nul te kan wees, moet een van die twee
getalle nul wees, maar ons is in die probleemstelling gesé dat P(A) # 0 en
P(B) # 0. Dus het ons 'n teenstelling en moet ons aanvanklike aanname, dat A
en B onafhanklike gebeurtenisse is, vals wees.

Gevolgtrekking: A en B is afhanklik.

10.3 Meer Venndiagramme

Oefening 10 — 4: Venndiagramme

1. Gebruik die Venndiagram hieronder en beantwoord die volgende vrae. Ook
gegee: n(S) = 120.

a) Bereken P(F).

b) Bereken P(G of H).

c) Bereken P(F en G).

d) Is F' en G afhanklik of onafhanklik?

Oplossing:

QO
o
b
SIS

1

=
[\
=

z
H |\,
[\o} [\o}
[
gl e o

@)
o
g
Do
o

I
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9 51
153
~ 1600
en .
P(F = —
(FenG) 10

Dus is P(F en G) # P(F) x P(G) en is die twee gebeurtenisse afhanklik.

2. Die onderstaande Venndiagram dui die waarskynlikhede van 3 gevalle aan. Vol-
tooi die Venndiagram deur gebruik te maak van die addisionele inligting wat
gegee is.

e P(Zen (nieY)) = 3
e P(YenX)= 23

100
e P(Y)= 2

Na die voltooiing van die Venndiagram, bereken die volgende:
P(Zennie (X ofY))

Oplossing:

Die volledige Venn-diagram is hieronder.

VA S
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(Z en nie (X of Y)) is die boonste deel van Z, wat die hele X en Y uitsluit.
Dus P (Z en nie (X of Y)) = .

. Daar is 79 Graad 10 leerders by die skool. Al die leerders neem een of ander
kombinasie van Wiskunde, Aardrykskunde en Geskiedenis. Die aantal leerders
wat Aardrykskunde neem is 41; 36 wat Geskiedenis neem, en 30 neem Wis-
kunde. Die aantal leerders wat Wiskunde en Geskiedenis neem is 16; die aantal
leerders wat Aardrykskunde en Geskiedenis neem is 6, en daar is 8 leerders wat
slegs Wiskunde neem en 16 wat slegs Geskiedenis neem.

a) Teken 'n Venndiagram om al hierdie inligting te illustreer.

b) Hoeveel leerders neem Wiskunde en Aardrykskunde, maar nie Geskiede-
nis nie?

c) Hoeveel leerders neem slegs Aardrykskunde?

d) Hoeveel leerders neem al drie vakke?
Oplossing:

a)

W

o
)

b) Elke student moet presies een van die volgende doen:

e neem slegs Aardrykskunde

e neem slegs Wiskunde en/of Geskiedenis
Daar is 30 + 36 — 16 = 50 leerders wat Wiskunde en/of Geskiedenis neem,
dus met daar 79 — 50 = 29 leerders wees wat slegs Aardrykskunde neem.
Elke leerder moet presies een van die volgende doen:

e neem slegs Aardrykskunde (29 leerders);
e neem slegs Wiskunde (8 leerders);
e neem Geskiedenis (36 leerders);
e neem Aardrykskunde en Wiskunde, maar nie Geskiedenis nie.
Gegee die lys met die getalle leerders vir elk van die eerste drie items

hierbo, is die finale antwoord dat 79 — 29 — 8 — 36 = 6 leerders Aard-
rykskunde en Wiskunde neem, maar nie Geskiedenis nie.

c) Alreeds bereken: 29 leerders.

d) Elke leerder moet presies een van die volgende vakke/vakkombinasies
neem:

Aardrykskunde

slegs Wiskunde

slegs Geskiedenis

e Wiskunde en Geskiedenis, maar nie Aardrykskunde nie.

Ons gebruik dieselfde metode as van tevore. Die aantal leerders in die
laaste groep is 79 — 41 — 8 — 16 = 14. Maar, 16 leerders neem Wiskunde en
Geskiedenis, dus moet daar 16 — 14 = 2 leerders wees wat al drie neem.
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4. Teken 'n Venndiagram met 3 wedersyds uitsluitende gevalle. Gebruik die dia-
gram om te wys dat vir 3 wedersyds uitsluitende gevalle, A, B en C, die volgende
waar is:

P(Aof Bof C) = P(A) + P(B) + P(C)

Hierdie is die somreél vir 3 wedersydse uitsluitende gevalle.

Oplossing:

Onthou dat vir gebeurtenisse om onderling uitsluitend te wees moet hulle geen
gemene elemente hé nie. Dit bedoel dat in die Venn-diagram moet A, B en C'
nie oorvleuel nie.

Vanaf die Venn-diagram kan ons sien dat die waarskynlikheid van die drie ge-
beurtenisse saam is eenvoudig die som van hul onderskeie waarskynlikhede. So
P(Aof Bof C) = P(A) + P(B) + P(C). Dit sal waar wees vir enige onderling
uitsluitende gebeurtenisse omdat hulle nooit in die Venn-diagram oorvleuel nie.

10.4 Boomdiagramme

Oefening 10 — 5: Boomdiagramme

1. Jy rol die dobbelsteen twee keer en tel die kolletjies bymekaar om ’'n telling
te kry. Teken die boomdiagram om die eksperiment voor te stel. Wat is die
waarskynlikheid dat jou telling 'n veelvoud is van 52

Oplossing:

1 3 5

%Nz %N“%Nf’
234&W67W89W
3 4 5 9 10

8 9
4 5 6 7 8 5 6 7 8 7 8 9 10 11 12

Die boomdiagram vir die eksperiment word hierbo gegee. Om spasie te spaar
word die waarskynlikhede nie op die takke van die boom aangedui nie, maar
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elke tak het 'n waarskynlikheid van %. Die veelvoude van 5 is onderstreep.

Siende dat die waarskynlikheid van elk van die onderstreepte uitkomste % X % =
% is en daar 7 uitkomste is wat veelvoude van 5 is, is die waarkskynlikheid dat

; 7
n veelvoud van 5 gekry sal word .

. Wat is die waarskynlikheid om ten minste een vyf te gooi in vier gooie van 'n
gewone 6-kantige dobbelsteen? Wenk: moenie al die moontlike uitkomste van
elke gooi van die dobbelsteen wys nie. Ons stel slegs belang of die uitkomste 5
is of nie-5-nie.

Oplossing:
. nie
& vyf
. nie
6 vyf
nie 1
5 6 vyf
6 vyf —
nie 1
5 6 vyf
6 vyf —
1
B wf
5w

Die uitkomste wat tot ten minste een 5 lei in vier rolle van die dobbelsteen is in
die diagram hierbo gemerk. Die som van die waarskynlikhede met al die takke
langs is:

l_i_ §Xl _|_ §X§X1 _|_ §X§X§X1 —ﬂ
6/ \6 6 6 6 6 6 6 6 6/ 1296

. Jy gooi die muntstuk 4 keer.

a) Wat is die waarskynlikheid om presies 3 keer kop te kry?

b) Wat is die waarskynlikheid om ten minste 3 koppe te kry?
Oplossing:

a) Daar is 2 = 16 moontlike uitkomste as ‘'n mens ‘'n muntstuk 4 keer
gooi. Daar is 4 uitkomste met presies 3 koppe, naamlik {K; K; K; S},
{K;K;S; K}, {K; S;K;Kl} en {S; K; K; K}. Dus is die waarskynlikheid
van presies 3 koppe T

b) Ten minste 3 koppe is dieselfde as presies 3 of presies 4 koppe. Ons het
reeds gesien dat daar 4 maniere is om presies 3 koppe te kry. Daar is
1 manier om presies 4 koppe te kry, naamlik die uitkoms {K; K; K; K }.
Daar is dus 5 maniere om ten minste 3 koppe te kry en die waarskynlikheid

van hierdie gebeurtenis is %

4. Jy gooi 4 verskillende muntstukke tegelykertyd.

a) Wat is die waarskynlikheid om presies 3 keer kop te kry?
b) Wat is die waarskynlikheid om ten minste 3 koppe te kry?
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Oplossing:

a) Die wiskunde van hierdie probleem is presies dieselfe as dié van die vorige
probleem, aangesien dit nie saak maak of ons 4 verskillende munte gelyk-
tydig gooi of een munt 4 verskillende kere gooi nie. Die korrekte antwoord
1
1S Z_l

)

16

10.5 Gebeurlikheidstabelle

Oefening 10 — 6: Gebeurlikheidstabelle

b)

1. Gebruik die onderstaande gebeurlikheidstabel om die volgende vrae te beant-

woord.
Bruin oé | Nie bruin oé | Totale
Swart hare 50 30 80
Rooi hare 70 80 150
Totale 120 110 230

a) Wat is die waarskynlikheid dat iemand met swart hare, bruin oé sal hé?
b

C

Wat is die waarskynlikheid dat iemand swart hare het?

)
)
) Wat is die waarskynlikheid dat iemand bruin oé het?

d) Is om swart hare en bruin oé te hé afhanklike of onafhanklike gebeurte-
nisse?

Oplossing:

a) 80 mense het swart hare en van 50 van hulle het ook bruin oé. Dus is die
waarskynlikheid dat iemand met swart hare ook bruin 0é het 25 = 2.

Let wel: Dit is anders as om te vra wat is die waarskynlikheid dat iemand

swart hare en bruin oé het. (Hierdie waarskynlikheid word in deel (d) hier-

onder bereken.) Die vraag is so gestel om te vra wat is die waarskynlikheid

om bruin oé te hé gegee dat die persoon swart hare het.

b) Uit 'n totaal van 230, het 80 swart hare. Dus is die waarskynlikheid dat

. 80 _ 8
iemand swart hare het S = e

c) Uit 'n totaal van 230, het 120 bruin oé. Dus is die waarskynlikheid dat

. . . 120 _ 12
ieman bruin oé het 50— e

d) Ons het alreeds bereken dat die waarskynlikheid om

e swart hare te hé is2 en

e bruin oé te hé is 2.

Siende dat 50 uit 230 swart hare en bruin oé het, is die waarskynlikheid om
swart hare en bruin 0é te hé 2.

Ons kan aflei dat om swart hare te hé en bruin oé te hé is afthanklike ge-

. 5 8 _ 12
beurtenisse omdat o 7 55 X e
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2. Gegee die volgende gebeurlikheidstabel, identifiseer die gebeurtenisse en be-
paal of hulle afhanklik of onafhanklik is.

Plek A | Plek B | Totale
Busse vertrek laat 15 40 55
Busse vertrek betyds 25 20 45
Totale 40 60 100

Oplossing:

Die gebeurtenisse is of 'n bus vanaf Plek A vertrek het of nie en of die bus laat
vertrek het of nie.

Ons toets of Plek A gebeurtenis en die die laat vertrek gebeurtenis onafhanklik
is. Die totale aantal busse op die gebeurlikheidstabel is 100. Ons bepaal die
waarskynlikhede van die verskillende gebeurtenisse vanaf die waardes in die
tabel —

o vertrek van Plek A: 110 = 0,4;
C @ R
e vertrek laat: {55 = 0,55;

e vertrek van Plek A en vertrek laat: £ = 0,15.
Siende dat 0,4 x 0,55 = 0,22 # 0,15 is die gebeurtenisse afhanklik.
3. Jy word die volgende inligting gegee.

e Gebeurtenisse A en B is onafhanklik.
e P(nie A) =0,3
e P(B)=04

Voltooi die gebeurlikheidstabel hieronder.

A | nie A | Totale
B
nie B
Totale 50

Oplossing:

Vanaf die gegewe tabel sien ons dat die totale aantal uitkomste is 50. Siende dat
P(nie A) = 0,3 het ons n(nie A) = 0,3 x 50 = 15 en n(A) = 50 — 15 = 35.
Siende dat P(B) = 0,4 het ons n(B) = 0,4 x 50 = 20 en n(nie B) = 50 — 20 =
30. Ons kan hiervan die table gedeelteliks voltooi:

A | nie A | Totale
B 20

nie B 30

Totale | 35 15 50

Volgende gebruik ons die feit dat A en B onafhanklik is. Vanaf die definisie vir
onafhanklikheid het ons:

P((nie A) en B) = P(nie A) x P(B) =0,3 x 0,4 = 0,12

Dus n((nie A) en B) = 0,12 x 50 = 6. Ons vind die res van die waardes in die
tabel deur seker te maak dat die som in elke ry en kolom die korrekte totale gee.
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A | nie A | Totale
B 14 6 20
nie B | 21 9 30

Totale | 35 15 50

10.6 Opsomming

Oefening 10 — 7: Einde van die hoofstuk oefeninge

1. Jane het belé op die aandelemark. Die waarskynlikheid dat sy nie al haar geld
sal verloor nie is 0,32. Wat is die waarskynlikheid dat sy al haar geld sal verloor?
Verduidelik.

Oplossing:

Siende dat die gebeurtenisse “Jane verloor al haar geld” en “Jane sal nie al haar
geld verloor nie” komplementére gebeurtenisse is, is die som van hul waar-
skynlikhede 1. Dus is die waarskynlikheid dat Jane al haar geld sal verloor
1-0,32 = 0,68.

2. As D en F wedersyds uitsluitende gebeurtenisse is, met P(D’) = 0,3 en
P(D of F') = 0,94, vind P(F).
Oplossing:

Siende dat D en F' onderling uitsluitend is, kan ons die somreél vir onderling
uitsluitende gebeurtenisse toepas:

P(D of F) = P(D) + P(F)

Ons word gegee dat P(nie D) = 0,3, dus P(D) = 1 — 0,3 = 0,7. Vanaf die
somreél het ons dat
P(F)=P(D of F) — P(D)
=094 -0,7
= 0,24

3. 'n Motorhandelaar het pienk, lemmetjiegroen en pers modelle van motor A en
pers, oranje en veelkleurige modelle van motor B. Een donker nag steel 'n dief
‘n motor.

a) Wat is die steekproef en die steekproefruimte?

b) Wat is die waarskynlikheid dat ‘'n model van A of 'n model van B gesteel
is?

c) Wat is die waarskynlikheid dat beide ‘'n model van A en ‘n model van B
gesteel word?

Oplossing:

424 10.6. Opsomming



http://www.everythingmaths.co.za/@@emas.search?SearchableText=

a) Die steekproef is die uitkoms wanneer 'n spesifieke model en kleur motor
vanuit die steekproefruimte gekies word.

Die steekproefruimte is {pienk model A; lemmetjiegroen model A; pers
model A; pers model B; oranje model B; veelkleurig model B}.

b) Siende dat daar slegs twee modelle is, naamlik A en B, is die waarskynlik-
heid dat een van die twee modelle gesteel is 1.

c) Siende dat die twee modelle nie oorvleuel nie en siende dat die dief slegs
een kar steel, is die waarskynlikheid dat albei modelle gesteel word 0.

4. Die waarskynlikheid van gebeurtenis X is 0,43 en die waarskynlikheid van ge-
beurtenis Y is 0,24. Die waarskynlikheid dat beide gelyktydig gebeur, is 0,10.
Wat is die waarskynlikheid dat X of Y sal gebeur?

Oplossing:

Vanaf die somreél

P(Xof Y)=P(X)+P(Y)—P(XenY)
= 0,434 0,24 — 0,10
= 0,57

5. P(H)=10,62; P(J) =0,39en P(H en J) = 0,31. Bereken:

a) P(H')

b) P(H of J)

c) P(nie H of nie J)

d) P(nie H of J)

e) P((nie H) en (nie J))
Oplossing:

a) P(H)=1—P(H)=1-0,62=0,38
b) Vanaf die somreél:
P(H of J)=P(H)+ P(J)— P(HenJ)
= 0,62+ 0,39 — 0,31
0,7

c) Teken eers 'n Venndiagram om te sien hoe die gebeurtenis (nie H of nie J)
lyk.

nie H nie J nie H of nie J

Vanaf die derde diagram sien ons dat

P(H' ofnie J)=1— P(H en J)
— 0,69

d) Teken eers 'n Venndiagram om te sien hoe die gebeurtenis (nie H of J)
lyk.
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nie H J nie H of J

Vanaf die derde diagram sien ons dat

P((nie H) of J) = P(nie H) + P(H en J)
= 0,38 + 0,31
- 0,69

e) Teken eers ’‘'n Venndiagram om te sien hoe die gebeurtenis
((nie H) en (nie J)) lyk.

nie H nie J nie H en nie J

Vanaf die derde diagram sien ons dat

P((nie H) en (nie J)) =1— P(H of J)
=0,3

6. Die laaste tien letters van die alfabet word in 'n hoed gesit en mense word gevra
om een van hulle te trek. Gebeurtenis D is om ’n klinker te kies, gebeurtenis E
'n medeklinker en gebeurtenis F om een van die laaste vier letters te trek. Trek
'n Venndiagram om die die uitkomste in die steekproefruimte en die verskillende
gebeurtenisse te toon. Bereken dan die volgende waarskynlikhede:

a) P(nie F)

b) P(F of D)

c) P(nie E of F) nie

d) P(DenE)

e) P(EenF)

f) P(E en nie D)
Oplossing:

a) Die Venndiagram is hieronder. (Let op dat Y nie 'n klinker is nie.)

e

QRS Ty
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Ons kan die gevraagde waarskynlikhede vanaf die Venndiagram lees.

PhieF)=1-4=3

b & =3
¢) Dit laat slegs die uitkomste in D, dus P(nie E en nie F) = .
d) 0 siende dat D en E onderling uitsluitend is.
e) D = 2
05

f) Siende dat D en E komplementér is ('n letter is 6f 'n klinker 6f 'n mede-
klinker), D’ = E, dus P(E en D') = P(E en E) = P(E) = .

7. Thobeka vergelyk drie woonbuurte (ons noem hulle A, B en C) om te sien waar
die beste plek is om te woon. Sy ondervra 80 mense en vra hulle of hulle van
elk van die woonbuurte hou of nie.

e 40 mense hou van woonbuurt A.
e 35 mense hou van woonbuurt B.
e 40 mense hou van woonbuurt C'.
e 21 mense hou van beide woonbuurte A en C.
e 18 mense hou van beide woonbuurte B en C.
e 68 mense hou van ten minste een woonbuurt.

e 7 mense hou van al drie woonbuurte.

Gebruik die inligting om 'n Venndiagram te trek.
Hoeveel mense hou van geeneen van die woonbuurte nie?
Hoeveel mense hou van woonbuurte A en B, maar nie van C nie?

Wat is die waarskynlikheid dat 'n willekeurig gekose persoon van die proef-
neming van ten minste een van die woonbuurte sal hou?

Oplossing:

a) Ons trek eers die buitelyn van die Venndiagram.

A S

B C

Vervolgens bepaal ons die tellings van die verskillende areas in die diagram
deur die inligting te gebruik wat verskaf is.

e Daar is 7 mense wat van al drie woonbuurte hou, dus
n(AenBen(C)=T1.

e Daar is 21 mense wat hou van A en C, dus n(A en C) = 21.

e Daar is 18 mense wat hou van B en C, dus n(B en C') = 18.

e Daar is 40 mense wat hou van C, dus n(C) = 40.

e Aangesien 68 mense van ten minste een buurt hou en aangesien daar
80 mense altesaam is, hou 12 mense van geen van die buurte nie.
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Deur van die bostaande informasie gebruik te maak kan ons die Venn-
diagram gedeelteliks voltooi.

A S

Ay
NaY
v

Siende dat n(A of B of C') = 68, kan ons van die diagram hierbo sien dat
n(A of B) = 60. Vanaf die somreél

n(A en B) = n(A) + n(B) — n(A of B) = 40 + 35 — 60 = 15

Dit laat ons toe om die diagram te voltooi:

A S

("
vay
v

B C
b) 12
c 8
d) P(Aof Bof C) =% =11

8. Laat G en H twee gebeurtenisse wees in 'n steekproefruimte. Veronderstel dat
P(G)=04; P(H) =h;en P(Gof H) =0,7.

a) Vir watter waarde van h is G en H wedersyds uitsluitend?

b) Vir watter waarde van h is G en H onafhanklik?
Oplossing:

a) G en H is wedersyds uitsluitend as P(G en H) = 0.
Vanaf die somreél weet ons dat

P(Gof H)=P(G)+ P(H)— P(Gen H)

Deur die gegewe waardes en P(G en H) = 0 in die vergelyking te vervang,
verkry ons

0,7=04+h—0
Dus h = 0,3.
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b) G en H is onafhanklik as P(G en H) = P(G) x P(H).
Vanaf die somreél weet ons dat

P(Gof H)=P(G)+ P(H) — P(Gen H)

Deur die gegewe waardes en P(G en H) = P(G) x P(H) in die vergely-
king te vervang, verkry ons

0,7=04+h—04xh
0,3=0,6 x h

Dus h = 0,5.
9. Die volgende boomdiagram verteenwoordig punte aangeteken deur twee spanne

in ‘'n sokkerwedstryd. By elke vlak in die boom word die punte getoon (punte
vir Span 1; punte vir Span 2).

(0;0)
0,52 0,48
(1,0) (0;1)
0,65 0,35 0,4 0,6
(2;0) (1;1) (1; 1) (0;2)
0,7A0,25 O,SAO,S
(3;0) (1) (2;1) (;2)

Gebruik die diagram om die waarskynlikheid te bepaal dat:

a) Span 1 sal wen
b) Die wedstryd gelykop sal wees

c) Die wedstryd sal eindig met 'n ewe getal totale punte

Oplossing:

a) Die uitkomste waar Span 1 wen (wanneer die eerste telling groter is as die
tweede), is onderstreep in die boomdiagram hieronder.

(0;0)
0,52 0,48
(1;0) (0;1)
0,65 0,35 0,4 0,6
(2;0) (1;1) (1;1) (052)
0,7A0,25 O,SAO,S
(3;0) (1) (2;1 (1;2)
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Bereken die waarskynlikheid dat Span 1 wen deur die waarskynlikhede
langs elke pad te vermenigvuldig en dan bymekaar te tel.

0,52 x 0,65 x 0,75 = 0,2535
0,52 x 0,65 x 0,25 = 0,0845
0,48 x 0,4 x 0,5 = 0,096

0,2535 + 0,0845 + 0,096 = 0,434

b) Die uitkomste waar die wedstryd gelykop eindig (wanneer die twee tellings
gelyk is), is onderstreep in die boomdiagram hieronder.

(0;0)
0,52 0,48
(1;,0) (0;1)
0,65 0,35 0,4 0,6
(2;,0) ;1) (L, 1) (0;2)
0,7A0,25 0,5A0,5
(3:0)  (231) (1) (1;2)

Daar is slegs een so 'n uitkoms en die waarskynlikheid van 'n gelykoptelling
is die produk van die waarskynlikhede langs dié uitkoms se pad.

0,52 x 0,35 = 0,182

c) Die uitkomste waar die som van die tellings ewe is, is onderstreep in die
boomdiagram hieronder.

(0:)
0,52 0,48
(1,0 (0:1)
0,65 0,35 0,4 0,6
(2;0) (1) (1;1) (©:2)
0,7A0,25 o,sAo,s
30 @) CHVINE)

0,52 x 0,35 = 0,182
0,48 x 0,6 = 0,288

0,182 + 0,288 = 0,47

10. 'n Sak bevat 10 oranje balle en 7 blou balle. Jy trek 3 balle uit die sak sonder
terugplasing. Wat is die waarskynlikheid dat jy sal eindig met presies 2 oranje
balle? Stel hierdie proefneming voor met ‘'n boomdiagram.
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Oplossing:

P(twee oranje balle) = (

>—A|>—l
~lo

x 35 % 15) + (17 X 16 % 15) + (% % 15 X 1)

(=)
w

1

w
(=]

11. Voltooi die volgende gebeurlikheidstabel en bepaal of die gebeurtenisse afhank-
lik of onafhanklik is.

Durban | Bloemfontein | Totale
Bly lekker daar 130 30
Bly nie lekker daar nie 140 340
Totale 230 500

Oplossing:

Ons voltooi die gebeurlikheidstabel deur seker te maak dat al die rye en ko-
lomme sommeer tot die korrekte totale.

Durban | Bloemfontein | Totale
Bly lekker daar 130 30 160
Bly nie lekker daar nie 140 200 340
Totale 270 230 500

Aangesien

e P(Durban) = 218 = 0,54;
o P(bly lekker daar) = 188 = 0,32;
e P(Durban en bly lekker daar) = £33 = 0,26;

en aangesien 0,54 x 0,32 = 0,1728 # 0,26 is die gebeurtenisse afhanklik.

12. Som die volgende inligting oor 'n mediese proefneming met 2 tipes multivita-
mine op in ‘n gebeurlikheidstabel en bepaal of die gebeurtenisse afhanklik of
onafhanklik is.

e 960 mense het deelgeneem aan die mediese proefneming.

e 540 mense het Multivitamine A gebruik vir ‘'n maand en 400 van daardie
mense het 'n verbetering in hulle gesondheid getoon.

e 300 mense het 'n verbetering in gesondheid getoon tow hulle Multivitamine
B gebruik het vir 'n maand.
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As die gebeurtenisse onafhanklik is, beteken dit dat die twee multivitamines
dieselfde uitwerking het op mense. As die gebeurtenisse afhanklik is, beteken
dit dat een multivatimine beter is as die ander een. Watter multivitamine is die

beste, of is hulle beide ewe effektief?

Oplossing:

Vanuit die inligting in die problemmstelling kan ons die volgende, onvolledige

gebeurlikheidstabel optrek.

Multivitamine A | Multivitamine B | Totale
Verbetering in gesondheid 400 300
Geen verbetering in gesondheid
Totale 540 960

Voltooi die tabel deur seker te maak dat elke ry en elke kolom sommeer tot die

korrekte totaal.

Multivitamine A | Multivitamine B | Totale
Verbetering in gesondheid 400 300 700
Geen verbetering in gesondheid 140 120 260
Totale 540 420 960
Aangesien
540 _ 9.
e P(Multivitamine A) = 555 = 15’
e P(Verbetering in gesondheid) = 78 = 33,
e P(Multivitamine A en Verbetering in gesondheid) = 330 = =2

9 35 __ 105

5 . . . .
en aangesien 1z X {3 = 5=¢ 7 15 is die gebeurtenisse afhanklik.

Met Multivitamine A het 220 = 74.1%

540 —

van die mense 'n verbetering in gesond-

heid getoon. Met Multivitamine B het 238 = 71,4% van die mense 'n verbetering
in gesondheid getoon. Dus is Multivitamine A meer effektief as Multivitamine

B.

10.6. Opsomming
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11 Statistiek

e Ogiewe is nie altyd gegrond by (0;0) nie.

e Die balke van histogramme moet ewe breed/wyd wees.

e Die formule vir bevolkingsvariansie word gebruik en nie steekproefvariansie nie.
e Moedig leerlinge aan om die STATS-funksie van hulle sakrekenaars te gebruik.

e Leerders hoef nie spreigrafieke te kan teken nie, hulle moet net uitskieters kan
identifiseer.

e Bespreek die misbruik van statistiek in die regte wéreld en bevorder bewusma-
king.

11.1  Hersiening

Oefening 11 — 1: Hersiening

1. Vir elk van die volgende datastelle, bereken die gemiddelde en al die kwartiele.
Rond jou antwoorde af tot een desimale plek.

a) -34;-31;-6,1;—-1,5; -7,8; -3,4;—-27; —6,2

b) —6;—-99;90;81;13; —85; —60; 65; —49

c) 7;45;11;3:;9;35;31;7;16;40;12;6
Oplossing:

a) Gemiddelde:

(=3,4) 4+ (-3,1) + (—6,1) + (—=1,5) + (—7,8) + (—3,4) + (=2,7) + (—6,2)
8

T =

= —4,275

gemiddeld = —4,3; eerste kwartiel = —6,2; tweede kwartiel = —3,4; derde

kwartiel = —2,9.
b) gemiddeld = —5,6; eerste kwartiel = —60; tweede kwartiel = —6; derde
kwartiel = 65.

c) Die gemiddelde is T = 18,5.
Sorteer die data om die kwartiele te bereken:

3;6;7;7;9;11;12; 16; 31; 35; 40; 45

Ons gebruik die onderstaande diagram om te vind by of tussen watter ge-
talle die kwartiele 1é.
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Die eerste kwartiel is tussen die derde en vierde getalle. Omdat albei die
getalle gelyk is aan 7, is die eerste kwartiel 7.
Die mediaan (tweede kwartiel) is tussen die sesde en sewende getalle. Die
sesde getal is 11 en die sewende getal is 12, wat beteken dat die mediaan
is U812 — 115

2 b
Die derde kwartiel is tussen die neénde en tiende getalle. Dus is die derde
kwartiel 2535 = 33,

2. Gebruik die onderstaande mond-en-snor diagram om die reikwydte en die inter-
kwartielwydte van die datastel te bepaal.

—95,52 —2,41 —1,53 0,10 4,08

Oplossing:

Die reikwydte is die verskil tussen die minimum- en maksimumwaardes. Vanaf
die mond-en-snor diagram kry ons dat die minimum is —5,52 en die maksimum
is 4,08. Dus is die reikwydte 4,08 — (—5,52) = 9,6.

Die inter-kwartielwydte is die verskil tussen die eerste en derde kwartiele. Vanaf
die mond-en-snor diagram het ons dat die eerste kwartiel is —2,41 en die derde
kwartiel is 0,10. Dus is die inter-kwartielwydte 0,10 — (—2,41) = 2,51.

3. Teken die mond-en-snor diagram van die volgende data.

0,2; -0,2; —=2,7;,29; -0,2; —4,2; —1,8;04; —1,7; —2,5; 2,7; 0,8 ; —0,5

Oplossing:

—4,2 —-1,8 —-0,20,4 259
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11.2 Histogramme

Frekwensieveelhoek

Oefening 11 — 2: Histogramme

1. Gebruik onderstaande histogram om die volgende vrae te beantwoord. Die his-
togram toon die aantal mense wat elke jaar wéreldwyd gebore word. Die punte
op die z-as toon die begin van elke jaar.

aantal mense (miljoene)
87 1
86 -
85 -
84 -
83 -
82
81 -
80 -

79 1 —|
jaar

1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001

a) Hoeveel mense is gebore tussen die begin van 1994 en die begin van 1996?
b) Neem die aantal mense in die wéreld toe of neem dit af?

c) Hoeveel meer mense is in 1994 gebore as in 19972
Oplossing:

a) 86 + 84 = 170 miljoen

b) Ongeag die feit dat die tempo waarteen mense gebore word, besig is
om te verlaag, word daar steeds elke jaar nog mense gebore. Dus is die
w “ereldbevolking besig om toe te neem.

c) 86 — 83 = 3 miljoen
2. In 'n verkeersopname is 'n ewekansige steekproef van 50 motoriste gevra watter

afstand hulle elke dag na hulle werk toe ry. Die resultate van die opname word
in die tabel hieronder getoon. Trek 'n histogram om die data te verteenwoordig.

dkm) | 0<d<10|10<d<20|20<d<30|30<d<40|40<d<50

f 9 19 15 5 4

Oplossing:
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aantal
20 -

10 20 30 40 50

3. Hieronder is die data vir die voorkoms van MIV in Suid-Afrika. MIV-voorkoms
verwys na die persentasie mense tussen die ouderdomme van 15 en 49 wat MIV-
positief is.

jaar 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
voorkoms (%) | 17,7 | 18,0 | 18,1 | 18,1 | 18,1 | 18,0 | 17,9 | 17,9

Trek 'n frekwensieveelhoek van hierdie datastel.

Oplossing:

voorkoms
18,2% -
18,1% A
18,0% -
17,9% A
17,8% -
17,7% -
17,6% -
17,5%

T T T T T T T T jaar
2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

11.3  Ogiewe

Oefening 11 — 3: Ogiewe

1. Gebruik die ogief om onderstaande vrae te beantwoord.
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aantal studente

50 -

40

30 1

20 -

10 1

O T hd T T T T T T T T punt (0/0)
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

a) Hoeveel studente het tussen 50% en 70% gekry?
b) Hoeveel studente het ten minste 70% gekry?

c) Bereken die gemiddeld van die klaspunt, rond af tot die naaste heelgetal.

Oplossing:

a) Die kumulatiewe grafiek wys dat 15 studente minder as 50% gekry het en
35 studente minder as 70%. Dus het 35 — 15 = 20 studente tussen 50% en
70% gekry.

b) Die kumulatiewe grafiek wys dat 35 studente minder as 70% gekry het en
daar is 50 studente in totaal. Dus het 50 — 35 = 15 studente ten minste
(groter of gelyk aan) 70% gekry.

c¢) Om die gemiddeld te bereken, gebruik ons eers die ogief om die frekwensie
van elke interval te bepaal. Die frekwensie van 'n interval is die verskil
tussen die kumulatiewe waardes aan die bo- end onderkant van dié interval
op die ogief. Dit mag dalk moeilik wees om die presiese kumulatiewe
waardes vir sommige van die punte op die ogief af te lees, maar aangesien
die finale antwoord tot die naaste heelgetal afgerond word, sal klein foute
nie 'n verskil maak nie. Die tabel hieronder som die frekwensies op.

Interval | [20,30) | [30,40) | [40,50) | [50,60)
f 3 4 8 8
Interval | [60,70) | [70,80) | [80,90) | [90, 100)
7 12 8 5 2

Die gemiddeld is dan die waarde by die middel van elke interval, geweeg
met die frekwensie van daardie interval.

3X25+4x35+8x45+8X55+12 X065 +8XT75+5x8+2x95
3+4+8+8+12+8+5+2

= 60,2

Die gemiddelde punt, afgerond tot die naaste heelgetal, is 60%.

2. Teken die histogram wat ooreenstem met die ogief.
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80 -
70
60
50 ~
40 -
30 -
20
10 1

—-25 15 ) 5 15 25

Oplossing:

Om die histogram te teken moet ons die telling in elke interval bepaal.
Eerstens, ons kan die intervalle vind deur te kyk waar die punte gestip is op die
ogief. Aangesien die punte by z-koordinate van —25; —15; —5; 5; 15 en 25 is,
beteken dit dat die intervalle [—25; —15) is, ens.

Om die telling in elke interval te kry trek, trek ons die kumulatiewe telling aan

die begin van die interval af van die kumulatiewe telling aan die einde van die
interval.

Interval | [-25;—15)| [=15;—5) | [—5;5) [5;15) [15; 25)
Aantal 15 30 10 35 10

Vanaf die tellings kan ons die volgende histogram teken:

40

30 -

20 A

10 1

0
-25 =15 =5 5 15 25

. Die volgende datastelle lys die ouderdomme van 24 mense:
2:5; 1; 76; 34; 23; 65; 22; 63; 45; 53; 38
4; 28; 5; 73; 79; 17; 15; 5; 34; 37; 45; 56

Gebruik die data om die volgende vrae te beantwoord.

a) Deur 'n intervalwydte van 8 te gebruik, konstrueer 'n kumulatiewe grafiek.

)
b) Hoeveel is jonger as 30?
c) Hoeveel is jonger as 60?
)

d) Gee 'n verduideliking onder watter waarde die onderste 50% van die ou-
derdomme val.

e) Onder watter waarde val die onderste 40%?
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f) Konstrueer 'n frekwensieveelhoek.

Oplossing:
a) Die tabel hieronder wys die aantal mense in elke ouderdomsinterval met
breedte 8.

Interval [0;8) [8:16) | [16;24) | [24;32) | [32;40)
Telling 6 1 3 1 4

Kumulatief 6 7 10 11 15
Interval [40;48) | [48;56) | [56;64) | [64;72) | [72;80)
Telling 2 1 2 1 3

Kumulatief 17 18 20 21 24

Vanaf hierdie tabel kan ons die kumulatiewe frekwensie grafiek teken:

25 1

20 -

0 T T T T T T T T T T ouderdom

b) 11 mense
c) 19 mense

d) Ons word gevra om die mediaan van die datastel te bereken. Die mediaan
is, volgens definisie, die waarde waaronder 50% van die data val. Siende
dat daar 24 waardes is, & die mediaan tussen die twee middelste waardes,
dus 34.

e) Daar is 24 waardes. Deur 'n getallelyn te trek, soos ons maak om kwartiele
te bepaal, kan ons sien dat die 40% punt tussen die tiende en elfde waardes
is. Die tiende waarde is 23 en die elfde waarde is 28. Dus is 40% van die

= 25.5.

waardes onder

f) Die tabel hierbo bevat alreeds al die waardes wat ons benodig om die
frekwensieveelhoek te teken.

0 T T T T T T T T T T ouderdom
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4. Die gewig van sandsakke in gram word hieronder gegee (afgerond tot die naaste
tiende):

50,1; 40,4; 48,5; 29,4; 50,2; 55,3; 58,1; 35,3; 54,2; 43,5
60,1; 43,9; 45.3; 49.2; 36,6; 31,5; 63,1; 49,3; 43,4; 54,1
a) Besluit op 'n intervalwydte en verklaar wat jy waargeneem het oor jou
keuse.
b) Gee jou laagste interval.
c) Gee jou hoogste interval.
d) Konstrueer 'n kumulatiewe frekwensie grafiek en 'n frekwensie veelhoek.
e) Onder watter waarde val 53% van die gevalle?

f) Onder watter waarde val 60% van die gevalle?

Oplossing:

a) Leerder-afhanklike antwoord.
b) Leerder-afhanklike antwoord.
c) Leerder-afhanklike antwoord.
d) Leerder-afhanklike antwoord.
e) 49,25
f) 49,7

11.4 Variansie en standaardafwyking

Oefening 11 — 4: Variansie en standaardafwyking

1. Bridget het 'n opname gemaak van die prys van petrol by vulstasies in Kaapstad
en Durban. Die data, wat in rand per liter gemeet word, word hieronder gegee.

Kaapstad | 3,96 | 3,76 | 4,00 | 3,91 | 3,69 | 3,72
Durban | 3,97 | 3,81 | 3,52 | 4,08 | 3,88 | 3,68

a) Bepaal die gemiddelde prys in elke stad en stel dan vas watter stad die
laagste gemiddeld het.

b) Bepaal die standaardafwyking vir elk van die stede se prys.

c) Watter stad het 'n meer konstante prys vir petrol? Gee redes vir jou ant-
woord.

Oplossing:
a) Kaapstad: 3,84. Durban: 3,82. Durban het die laagste gemiddeld.

b) Standaardafwyking:
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Vir Kaapstad:

Vir Durban:

a_ \/Z (z — (3,823))”
B 6

{0,203
N 6

=1/0,0338

~ 0,184

c) Die standaardafwyking van Kaapstad se pryse is laer as dié in Durban. Dit
beteken dat Kaapstad het meer konstante (minder veranderlike) pryse as
Durban het.

2. Bereken die gemiddelde en variansie van die volgende stel waardes.

150 ; 300 ; 250 ; 270 ; 130 ; 80 ; 700 ; 500 ; 200 ; 220 ; 110 ; 320 ; 420 ; 140

Oplossing:
Gemiddeld = 270,7. Variansie = 27 435,2.

3. Bereken die gemiddelde en variansie van die volgende stel waardes.
—-6,9;, —-17,3;18,1;1,5;,8,1,;9,6; —13,1; —14,0; 10,5; —14,8; —6,5; 1,4

Oplossing:
Gemiddeld = —1,95. Variansie = 127,5.
4. Die tye vir 8 atlete wat 'n 100 m naelloop op dieselfde baan gehardloop het,
word hieronder weergegee. Al die tye is in sekondes.
10,2 ;10,8 10,9 ; 10,3 ; 10,2 ; 10,4 ; 10,1 ; 10,4

a) Bereken die gemiddelde tyd.
b) Bereken die standaardafwyking vir die data.

c) Hoeveel van die atlete se tye is meer as een standaardafwyking weg vanaf
die gemiddeld?

Oplossing:

a) z=104

b) o =0,27

c) Die gemiddeld is 10,4 en die standaardafwyking is 0,27. Dus is die inter-
val, wat al die waardes binne een standaardafwyking vanaf die gemiddeld
bevat, [10,4 — 0,27;10,4 + 0,27] = [10,13;10,67]. Ons moet nou bepaal
hoeveel waardes verder as een standaardafwyking vanaf die gemiddelde
is, m.a.w. buite die interval. Daar is 3 datawaardes buite die interval.

442 11.4. Variansie en standaardafwyking




5. Die volgende datastel het 'n gemiddeld van 14,7 en 'n variansie van 10,01.

18; 11; 12 a; 16; 11; 19; 14; b; 13

Bereken die waardes van a en b.

Oplossing:
Uit die formule vir die gemiddeld volg
147 = 1144+a+0
10
c.a+b=147—-114
S.a=33-0

Uit die formule vir die variansie volg

o (@i —T)?

g =
n

69,12 + (a — 14,7)2 + (b — 14,7)2
10

10,01 =

Vervang a = 33 — b in hierdie vergelyking om

Y _ 2
1001 - 0912+ (183 1%) +(b—14,7)

. 100,1 = 2b% — 66b + 620,1
-0 =0b%—33b+ 260
= (b—13)(b — 20)

te kry. Daarom is b = 13 of b = 20.

Aangesien a = 33 — b het ons dat a = 20 of a = 13. So, die twee onbekende
waardes in die datastel is 13 en 20.

Ons weet nie watter van hierdie is a, en watter is b nie, aangesien die gemiddeld
en variansie vir ons niks sé van die volgorde van die data nie.

11.5 Simmetriese en skewe data

Oefening 11 — 5: Simmetriese en skewe data

1. Is die volgende datastel simmetries, skeef na regs, of skeef na links? Motiveer jou
antwoord.

27;28;,30;32;34;38;41;42;43;44 ;46 ;53 ; 56 ; 62
Oplossing:

Die statistieke van die dataversameling is

e gemiddeld: 41,1;
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e eerste kwartiel: 33;
e mediaan: 41,5;

e derde kwartiel: 45.
Ons kom tot die slotsom dat die dataversameling skeef na links is om twee redes.

e Die gemiddeld is kleiner as die mediaan. Daar is net 'n baie klein verskil
tussen die mediaan end die gemiddeld, so dit is nie 'n baie goeie rede nie.

e 'n Beter rede is dat die mediaan nader is aan die derde kwartiel as die eerste
kwartiel.

2. Stel vas of elk van die volgende datastelle simmetries, skeef na links, of skeef na
regs is.

a) 'n Datastel met 'n histogram:

b) 'n Datastel met hierdie mond-en-snor grafiek.

——{

¢) 'n Datastel met hierdie frekwensie veelhoek:

d) Die volgende datastel:
11,2:5:9,4:14,9;4,4:18,8; —0,4;10,5;8,3; 17,8
Oplossing:

a) skeef na regs
b

C

)
) skeef na regs

) skeef na links

d) Die statistieke van hierdie dataversameling is
gemiddeld: 9,99;

eerste kwartiel: 6,65;

e mediaan: 9,95;
e derde kwartiel: 13,05.

Let op dat ons teenstrydige aanwysings kry vanaf die verskillende maniere
om te bepaal of die data skeef is na links of regs.

e Die gemiddeld is effens groter as die mediaan, wat aandui dat die data
skeef is na regs.
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e Die mediaan is effens nader aan die derde kwartiel as die eerste, wat
aandui dat die data skeef is na links.

Aangesien hierdie verskille so klein is en aangesien hulle teenstrydig is,
kom ons tot die slotsom dat die dataversameling simmetries is.

3. Twee datastelle het dieselfde reikwydte en inter-kwartiel variasiewydte, maar
die een is skeef na regs en die ander is skeef na links. Teken die mond-en-snor
grafiek vir elk van die datastelle. Dink daarna data uit (6 punte in elke datastel)
wat inpas by die beskrywing van die twee datastelle.

Oplossing:

Leerder-afthanklike antwoord.

11.6 Identifisering van uitskieters

Oefening 11 — 6: Uitskieters

1. Vir elk van die volgende datastelle, teken ‘'n mond-en-snor diagram en bepaal of
daar enige uitskieters in die data is.

a) 30;21,4;394;33,4;21,1;29,3;32,8;31,6; 36;
27,9;27,3;29,4,;29,1;38,6;33,8;29,1; 37,1
b) 198 ;166 ; 175 ; 147 ; 125 ;194 ; 119 ; 170 ; 142 ; 148
c 71:;96;6,3;-59;0,7; —0,1;44;—-11,7;10;2,3; —3,7;58; —1,4;
1,7, =0,7
Oplossing:

a) Hieronder is die mond-en-snor diagram van die data en punte wat die data
self aantoon. Let op dat leerders nie die datapunte hééf te teken nie, maar
dit help ons om te bepaal dat daar twee uitskieters aan die linkerkant is.

21,1 29,1 30,0 33,8 39,4
oo oo oo o o oo o o o o
b)
119 144,5 157 172,5 198
o o ° ® oo o o o

Daar is geen uitskieters nie.

c)
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—-11,7 ~1,05 1,7 6,05 10

Daar is een uitskieter aan die linkerkant.

2. Die punte wat 'n klas in ’n toets verwerf het, is tesame met die hoeveelheid voor-
bereidingstyd aangeteken. Die resultate word hieronder weergegee. Identifiseer
enige uitskieters in die data.

100

90 - o. (1)

oo
(@]
1

°

°
°

°
.

o)
o
1

punte (persentasie)
N
(@]

U1
o
L

N
(@)

60 90 120 150 180
studietyd (minute)

Oplossing:

Daar is een uitskieter, gemerk in rooi in die figuur.

100

90_ .. oo

@]
(@]
1

°

°
°

°
.

o)
(@)
1

punte (persentasie)
N
(@]

o1
(@)
L

60 90 120 150 180
studietyd (minute)

N
(@)
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11.7  Opsomming

Oefening 11 — 7: Einde van die hoofstuk oefeninge

1. Teken 'n histogram, frekwensiepoligoon en ogief van die volgende datastel. Om
die data te tel, gebruik intervalle met 'n wydte van 1, beginnende by 0.

04;31;1,1;28;1,5;1,3;,28;3,1;1,8;1,3;
26;3,7;33,;57;3,7;74;4,6;24;3,5;5,3

Oplossing:

Ons organiseer eers die data op 'n tabel deur 'n intervalbreedte van 1 te gebruik
en die telling in elke interval asook die kumulatiewe telling oor alle intervalle te

WYys.
Interval [0;1) | [1;2) | [2;3) | [3;4) | [4;5) | [5;6) | [6;7) | [7;8)
Telling 1 5 4 6 1 2 0 1
Kumulatief | 1 6 10 | 16 | 17 | 19 | 19 | 20

Vanaf die tabel hierbo kan ons 'n histogram, frekwensieveelhoek en ogief teken.
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20 A

15 1

10 1

O 4
-
N
(O8)
N
U1
o
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o

2. Teken 'n mond-en-snor diagram van die volgende datastel en verduidelik hoe-
kom dit simmetries, positief skeef of negatief skeef is.

-4,1;,-1,1;-1;-12;-15; -3,2; -4, -19; —4;
—0,8; -3,3; —4,5; —2,5; —44;—-46; —-44; -3,3

Oplossing:

Die statistieke van die data is

e minimum: —4,6;
e eerste kwartiel: —4,1;
e mediaan: —3,3;
e derde kwartiel: —1,5;

e maksimum: —0,8.

Vanaf hierdie inligting kan ons die mond-en-snor diagram teken.

—4,6 —4,1 -3,3 -1,5 -0,8

Aangesien die mediaan nader is aan die eerste as die derde kwartiel, is die data
skeef na regs.

3. Agt kinders se lekkergoed konsumpsie en slaapgewoontes is opgeteken. Die data
word gegee in die volgende tabel en strooiingsdiagram.

Aantal lekkers per 15 | 12 5 3 18 | 23 | 11 4
week
Gemiddelde slaaptyd | 4 | 45| 8 | 85| 3 2 5 8
(ure per dag)
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slaaptyd (ure per dag)

5 10 15 20 25

aantal lekkers

a) Wat is die gemiddeld en standaardafwyking van die aantal lekkers wat per
dag geéet word?

b) Wat is die gemiddeld en standaardafwyking van die aantal ure wat per dag
geslaap word?

¢) Maak 'n lys van al die uitskieters in die datastel.
Oplossing:

a) Gemiddeld = 112. Standaardafwyking = 6,69.
b) Gemiddeld = 53. Standaardafwyking = 2,33.
c) Daar is geen uitskieters nie.

4. Die maandelikse inkomste van agt onderwysers is as volg:

R 10050; R 14300; R9800; R 15000; R 12140; R 13 800; R 11 990;
R 12 900.

a) Wat is die gemiddelde en standaardafwyking van hulle inkomstes?

b) Hoeveel van die salarisse is minder as een standaardafwyking weg van die
gemiddeld?

¢) Indien daar 'n bonus van R 500 by elke onderwyser se salaris gevoeg word,
wat is die nuwe gemiddeld en standaardafwyking?

d) Indien elke onderwyser 'n bonus van 10% op hul salaris kry, wat is die
nuwe gemiddeld en standaardafwyking?

e) Bepaal vir elk van die gevalle hierbo hoeveel salarisse minder as een stan-
daardafwyking weg van die gemiddelde af is.

f) Deur van die bostaande informasie gebruik te maak, bereken watter bonus
finansieel gesproke meer voordelig vir die onderwysers is.

Oplossing:

a) Gemiddeld = R 12 497,50. Standaardafwyking = R 1768,55.

b) Alle salarisse in die interval (10 728,95 ; 14 266,05) is kleiner as een stan-
daardafwyking vanaf die gemiddeld. Daar is 4 salarisse binne hierdie inter-
val.

c) Siende dat die verhoging van elke salaris dieselfde is as die absolute hoe-
veelheid, verhoog die gemiddeld eenvoudig met die grootte van die bonus.
Die standaardafwyking verander nie, siende dat elke waarde vermeerder
word met presies dieselfde hoeveelheid. Gemiddeld = R 12 997,50. Stan-
daardafwyking = R 1768,55.
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d) Met 'n relatiewe verhoging word die gemiddeld en standaardafwyking albei
met dieselfde faktor vermenigvuldig. Met 'n verhoging van 10% is die faktor
1,1. Gemiddeld = R 13 747,25. Standaardafwyking = R 1945,41.

e) Deur die waardes met 'n konstante hoeveelheid te vermeerder of 'n kon-
stante faktor te vermenigvuldig (d.w.s. deur 'n lineére transformasie toe te
pas) verander die aantal waardes wat binne een standaardafwyking vanaf
die gemiddeld val nie. Dus is die antwoord steeds 4.

f) Siende dat die gemiddeld groter is in die tweede geval, beteken dit dat on-
derwysers gemiddeld beter salarisse ontvang wanneer die verhoging 10%
is.

5. Die massa van 'n ewekansige steekproef van seuns in Graad 11 is aangeteken.
Die kumulatiewe frekwensiegrafiek (ogief) verteenwoordig hierdie massa.

Kumulatiewe frekwensie grafiek van die massa van seuns

(oN)
(@)

U1
(e}

o
o
N

N
(e}
N

Kumulatiewe frekwensie
w
o
N

=
&)
N

A

0
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

Massa (in kilogram)

a) Hoeveel seuns het tussen 90 en 100 kilograms geweeg?
b) Skat die mediaanmassa van die seuns.

c) Gestel daar was 250 seuns in Graad 11, skat die aantal seuns wat minder as
80 kilogram weeg.

Oplossing:

a) 42-28=14

b) Daar is 50 seuns, dus is die mediaanmassa dié van die 259 seun. Die
massa wat ooreenstem met 'n kumulatiewe frekwensie van 25 is ongeveer
88 kg.

Nota: Aanvaar 'n variasie van 86 tot 89 kg

c) 15 leerders in die steekproef het ‘'n massa van minder as 80 kg. 'n Mens
kan verwag dat % x 250 = 75 leerders in die graad 'n massa van minder as
80 kg sal hé.

6. Drie stelle van 12 leerders elk se toetspunte is aangeteken. Die toets het uit 50
getel. Gebruik die gegewe data om die volgende vrae te beantwoord.
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Stel A | Stel B | Stel C
25 32 43
47 34 47
15 35 16
17 32 43
16 25 38
26 16 44
24 38 42
27 47 50
22 43 50
24 29 44
12 18 43
31 25 42

a) Vir elke stel, bereken die gemiddeld en die vyf-getal opsomming.

b) Teken mond-en-snor diagramme van die drie datastelle op dieselfde stel
asse.

c) Sé, met redes, vir elkeen van die drie datastelle of dit simmetries, positief
skeef of negatief skeef is.

Oplossing:

a) A. Gemiddeld = 23,83. Vyf-getal opsomming = [ 12 ; 16,5 ; 24 ; 26,5 ; 47
1.
B. Gemiddeld = 31,17. Vyf-getal opsomming = [ 16 ; 25 ; 32 ; 36,5 ; 47 ].
C. Gemiddeld = 41,83. Vyf-getal opsomming = [ 16 ; 42 ; 43 ; 45,5 ; 50 1.

b)

10 15 20 25 30 35 40 45 50

A — 1
B — |
C 1 {

c) Versameling A: skeef na links. Versameling B: effens skeef na links. Versa-
meling C: skeef na regs.
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12 Lineére programering

e Ditis ingesluit vir verryking/projekte.

12.1 Inleiding

Oefening 12 — 1: Optimering

1. Meubelwinkel spesiale openingsaanbod:

As deel van hulle spesiale openingsaanbod, het 'n meubelwinkel belowe om ten
minste 40 pryse weg te gee, met 'n totale waarde van ten minste R 4000. Hulle
is van voornemens om ketels en broodroosters weg te gee. Hulle besluit dat
daar ten minste 10 eenhede van elke prys sal wees. 'n Ketel kos die maatskappy
R 120 en 'n broodrooster kos R 100.

Bepaal hoeveel van elke prys die goedkoopste opsie vir die maatskappy sal wees.
Bereken hoeveel dié kombinasie van ketels en broodroosters sal kos.

Gebruik 'n gepaste strategie om die inligting te organiseer en die probleem op
te los.
Oplossing:

In hierdie situasie is daar twee veranderlikes wat ons in aanmerking moet neem.
Laat die aantal ketels K wees en die aantal broodroosters T'.

Skryf ‘n opsomming neer van al die inligting in die probleem sodat ons al die
verskillende komponente van die situasie kan oorweeg.

minimumwaarde vir K =10
minimumwaarde vir T =10
koste van K =R 120
koste van T' =R 100
minimum aantal pryse =40

minimum totale waarde van pryse = R 4000

Gebruik die opsomming om ’n tabel op te trek van die aantal ketels en brood-
roosters wat benodig word. Ons sal veelvoude van 5 oorweeg om die bereke-
ninge te vereenvoudig:

K T

10 15 20 25 30
10 | (10;10) | (10;15) | (10;20) | (10;25) | (10;30)
15 | (15;10) | (15;15) | (15;20) | (15;25) | (15;30)
20 | (20;10) | (20;15) | (20;20) | (20;25) | (20;30)
25 | (25;10) | (25;15) | (25;20) | (25;25) | (25;30)
30 | (30;10) | (30;15) | (30;20) | (30;25) | (30;30)

Ons moet ten minste 40 ketels en broodroosters altesaam hé.

Met hierdie beperking kan ons alreeds sommige kombinasies in die tabel uitska-
kel, naamlik waar K + T < 40:
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K T
10 15 20 25 30
10 | (10:407 | (10:457 | (10:207 | (10:25] | (10;30)
15 | (15:407 | (15:45] | (15:207 | (15;25) | (15;30)
20 | (20:107 | (20:357 | (20;20) | (20;25) | (20;30)
25 | (25:107 | (25:15) | (25:20) | (25:25) | (25;30)
30 | (30;10) | (30;15) | (30;20) | (30;25) | (30;30)

Hierdie kombinasies kan uitgeskakel word as moontlik oplossings.
Ons kan die minimumkoste uitdruk as: C' = 120(K) + 100(7T").

Deur die verskillende kombinasies vir K en T, kan ons die kombinasie vind wat
die minimumkoste gee.

K T
10 15 20 25 30

10 | (0:36) | (0:35) | (10:20) | (10:25) | (15;30) =
R 4200

15 | (15:10) | (15:45) | (15:20) | (15:25) = | (15;30) =
R4300 | R 4800

20 | (20407 | (20:457 | (20;20) = | (20;25) = | (20;30) =
R4400 | R4900 | R 5400

25 | (25:407 | (25;15) = | (25;20) = | (25;25) = | (25;30) =
R4500 | R5000 | R5500 | R 6000

30 | (30;10) = | (30;15) = | (30;20) = | (30;25) = | (30;30) =
R4600 | R5100 | R5600 | R6100 | R 6600

Ons soek ‘n getallepaar wat die minimumkoste gee. Ons kan maklik die getal-
lepare vir ketels en broodroosters, wat nie veelvoude van 5 is nie, toets om te
bevestig dat 10 ketels en 30 broodroosters aan die die minimumkoste sal vol-
doen.

Byvoorbeeld, as 11 ketels en 29 broodroosters weggegee word, sal die koste
R 4220 wees. En as 12 ketels en 28 weggegee word, sal die koste R 4340 wees.

Die vereiste dat die koste van die geskenke nie minder nie as R 4000 moet wees,
word verkry as 10 ketels en 30 broodroosters weggegee word. Dit sal neerkom
op 'n koste van R 4200.

Oefening 12 — 2: Optimering

1.

'n Toets wat uit twee afdelings bestaan word aan jou gegee. Die eerste afdeling
handel oor algebra en die tweede afdeling oor meetkunde. Jy word nie toegelaat
om meer as 10 vrae in enige afdeling te beantwoord nie, maar jy moet ten minste
4 algebra vrae beantwoord. Die tyd toegelaat is nie meer as 30 minute nie. 'n
Algebra probleem sal 2 minute en 'n meetkunde probleem sal 3 minute neem
om op te los.

Gebruik z algebra vrae en y meetkunde vrae in jou antwoord.
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a) Formuleer die vergelykings en ongelykhede wat die bostaande beperkinge
bevredig.

b) Die algebra vrae tel 5 elk en die meetkunde vrae tel 10 punte elk. As T die
totale punte voorstel, skryf ‘'n uitdrukking neer vir T'.

Oplossing:

a) Jy mag nie meer as 10 vrae van enige afdelinge beantwoord nie:

z <10
y <10

Jy moet ten minste 4 algebra vrae beantwoord:

r >4

Die toegelate tyd is nie meer as 30 minute nie. ‘n Algebra probleem sal 2
minute neem en ‘n meetkunde probleem sal 3 minute neem om op te los:

2z + 3y < 30

T =(5 punte) x (aantal algebra vrae beantwoord)+
(10 punte) x (aantal meetkunde vrae beantwoord)
T =5z + 10y

2. 'n Plaaslike kliniek wil 'n handleiding vir 'n gesonde leefstyl produseer. Hulle
wil die gids in twee formate vervaardig: 'n kort video en 'n gedrukte boek. Die
kliniek wil weet hoeveel van elke formaat hulle moet vervaardig om te verkoop.
Skattings dui daarop aan dat nie meer as 10 000 van albei formate gesamentlik
verkoop sal kan word nie. Ten minste 4000 kopieé van die video en ten minste
2000 kopieé van die boek kan verkoop word maar daar word verwag dat nie
meer as 4000 boeke verkoop sal word nie. Laat x die aantal videos wees wat
verkoop word en y die aantal boeke.

a) Skryf die beperkingsongelykhede neer wat uit die gegewe inligting afgelei
kan word.

b) Stel hierdie ongelykhede grafies voor en dui die gangbare gebied duidelik
aan.

c) Die kliniek wil die maksimum inkomste, I, verdien uit die verkope van die
twee produkte. Elke video word verkoop vir R 50 en elke boek vir R 30.
Skryf die doelfunksie vir die inkomste neer.

d) Wat is die maksimum inkomste gegenereer deur die twee gidse?
Oplossing:

a) Volgens skatting sal nie meer as 10 000 kopieé van beide items saam ver-
koop word nie:

x4y < 10 000
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Ten minste 4000 kopieé van die video kan verkoop word:

z > 4000

Ten minste 2000 kopieé van die boek kan verkoop word:

y > 2000

Dit word nie verwag dat verkope van die boek 4000 kopieé sal oortref nie.

y < 4000

Boeke ()
10000 -

8000 +
6000 -+ \\\\\\
4000 = —E;\\\

D
2000 < .\\\\V
0 | | |

T
0 2000 4000 6000 8000 10000 Videos (x)

I =(R 50) x (videos verkoop)
+ (R 30) x (gedrukte boeke verkoop)
I =50x + 30y

d) Die hoekpunte vir die gangbare gebied is die volgende:

Punt A:
Punt B:
Punt C:
Punt D:

4000; 2000
4000; 4000
6000; 4000

)
)
)
8000; 2000)

~ I~

Die koste by elke hoekpunt is die volgende:

Punt A: T = 50(4000) + 30(2000) = 260 000
Punt B: 1 = 50(4000) + 30(4000) = 320 000
Punt C: I = 50(6000) + 30(4000) = 420 000
Punt D: I = 50(8000) + 30(2000) = 460 000

Die maksimum wins van R 460 000 kan gemaak word as 8000 videos en
2000 boeke verkoop word.
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3. 'n Sekere motorfietsvervaardiger produseer twee basiese modelle, die Super X
en die Super Y. Hierdie motorfietse word aan handelaars verkoop teen 'n wins
van R 20 000 per Super X en R 10 000 per Super Y. ‘n Super X neem 150 ure
om te monteer, 50 ure om te verf en af te werk, en 10 ure vir kwaliteitsbeheer
en toetsing. Die Super Y neem 60 ure om te monteer, 40 ure om te verf en af te
werk, en 20 ure vir kwaliteitsbeheer en toetsing. Die totale aantal ure wat elke
maand beskikbaar is, is 30 000 in die monteringsafdeling, 13 000 in die verf- en
afwerkingsafdeling en 5000 in die kwaliteitsbeheer en toetsingsafdeling.

Die bostaande inligting word deur die volgende tabel opgesom:

Afdeling Ure vir Super X | Ure vir Super Y | Ure per maand
beskikbaar
Montering 150 60 30 000
Verf en afwerking 50 40 13 000
Kwaliteitsbeheer en 10 20 5000
toetsing

Laat die aantal Super X modelle = en die aantal Super Y, wat per maand vervaar-
dig word, y wees.

a) Skryf die stel van beperkingsongelykhede neer.

b) Gebruik grafiekpapier om die stel beperkingsongelykhede voor te stel.
c) Kleur die gangbare gebied op die grafiekpapier in.

d) Skryf die wins wat gemaak word neer in terme van x en .

e) Hoeveel motorfietse van elke model moet vervaardig word ten einde die
maandelikse wins te maksimiseer?
f) Wat is die maksimum maandelikse wins?

Oplossing:

a) Tel die monteringsure bymekaar:

(150) + (60)y > 30 000

Tel die verf- en afrondingstye bymekaar:

(50)z + (40)y > 13 000

Tel die kwaliteitsbeheer- en toetsingstye bymekaar:

(10)z + (20)y > 5000
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c) Sien bo
d)

E =(wins per Super X) x (aantal Super X fietse verkoop)
+ (wins per Super Y) x (aantal Super Y fietse verkoop)
E =(20 000)z + (10 000)y

e) Die hoekpunte van die gangbare gebied is die volgende:

Punt A: (0;0)
Punt B: (200;0)
Punt C: (140; 150)
Punt D: (100;200)
Punt E: (0; 250)

Die koste by elke hoekpunt is die volgende:

Punt A: E = 20 000(0) 4 10 000(0) =

Punt B: E = 20 000(200) + 10 000(0 =4 000 000
Punt C: E = 20 000(140) + 10 000(150) = 4 300 000
Punt D: E = 20 000(100) + 10 000(200) = 4 000 000
Punt E: E = 20 000(0) + 10 000(250) = 2 500 000

Om die maksimum van die doelfunksie te bepaal, kies dus Punt C.

Die maksimum wins kan gemaak word as 140 Super X motorfietse en 150
Super Y motorfietse verkoop word.

f) Die maksimum moontlike wins is R 4 300 000.

4. 'n Groep studente beplan om z hamburgers en y hoenderburgers by 'n rugby-
wedstryd te verkoop. Hulle het vleis vir op die meeste 300 hamburgers en op
die meeste 400 hoenderburgers. Elke burger, van beide soorte, word in 'n sakkie
verkoop. Daar is 500 sakkies beskikbaar. Die aanvraag is waarskynlik sodanig
dat daar ten minste die helfte soveel hoenderburgers as hamburgers verkoop sal
word.
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a) Skryf die beperkings-ongelykhede neer, en teken 'n grafiek van die gang-
bare gebied.

b) 'n Wins van R 3 word gemaak op elke hamburger wat verkoop word en R 2
op elke hoenderburger. Skryf ‘'n vergelyking neer wat die totale wins P in
terme van x en y voorstel.

c) Die doel is om die wins te maksimiseer. Hoeveel van elke tipe hamburger
moet verkoop word?

Oplossing:

a) Hulle het vleis vir op die meeste 300 hamburgers:

z < 300

Hulle het vleis vir op die meeste 400 hoenderburgers:

y <400
Die aanvraag sal waarskynlik sodanig wees dat die aantal hoenderburgers
wat verkoop word, ten minste die helfte sal wees van die aantal hamburger
wat verkoop word:
y > (0.5)x

Elke burger van beide tipes, word verkoop in ‘n sakkie. Daar is 500 sakkies
beskikbaar:

z+y <500

Yy
500 -\
400 T D
300 + c
200 +
100 + B

A
% % % — T
100 200 300 400 500

P =(wins per hamburger) x ( aantal hamburgers verkoop )
+ ( wins per hoenderburgers ) x ( aantal hoenderburgers verkoop )
P=3)z+ (2)y
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c) Die hoekpunte van die gangbare gebied is die volgende:

Punt A: (0;0)
Punt B: (300; 150)
Punt C: (300;200)
Punt D: (100; 400)
Punt E: (0; 400)

Die koste by elke hoekpunt is die volgende:

Punt A: P = 3(0) 4+ 2(0) = 0

Punt B: P = 3(300) + 2(150) = 1200
Punt C: P = 3(300) + 2(200) = 1300
Punt D: P = 3(100) + 2(400) = 1100
Punt E: P = 3(0) + 2(400) = 800

Om die maksimum van die doelfunksie te bepaal, kies dus Punt C.

Die maksimum moontlik wins van R 1300 kan gemaak word as 300 ham-
burgers en 200 hoenderburgers verkoop word.

5. Fashion-Cards is 'n klein maatskappy wat twee tipes kaartjies maak: tipe X en
tipe Y. Met die beskikbare arbeid en materiaal kan die maatskappy op die meeste
150 kaartjies van tipe X en op die meeste 120 kaartjies van tipe Y per week maak.
Gesamentlik kan hulle nie meer as 200 kaartjies per week maak nie.

Daar is 'n bestelling vir ten minste 40 tipe X kaartjies en 10 tipe Y kaartjies per
week. Fashion-Cards maak 'n wins van R 5 op elke tipe X kaartjie wat verkoop
word, en R 10 op elke tipe Y kaartjie.

Laat die aantal tipe X kaartjies wat per week vervaardig word = wees en die
aantal tipe Y kaartjies, y.

a) Een van die beperkingsongelykhede wat die beperkings hierbo voorstel, is
0 < z < 150. Skryf die ander beperkingsongelykhede neer.

b) Stel die beperkings grafies voor en kleur die gangbare gebied in.

c) Skryf die vergelyking neer van die wins P (die doelfunksie), in terme van x
en y.

d) Bereken die maksimum weeklikse wins.

Oplossing:
a) Die maatskappy kan nie meer as 150 tipe X kaartjies per week maak nie:

x < 150

Die maatskappy kan nie meer as 120 tipe Y kaartjies per week maak nie:

y <120

Altesaam kan hulle nie meer as 200 kaartjies per week vervaardig nie:

z+y <200
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Daar is ‘'n bestelling vir ten minste 40 tipe X kaartjies en 10 tipe Y kaartjies
per week:

v
—_
(a)

250 +

200 -\
1 .
2 \D

100 + E

c

50
A B\

1 1 AN 1
T T T €T

T
50 100 150 200 250

P =(wins op kaartjie X) x (aantal tipe X kaartjies verkoop)
+ (wins op kaartjie Y) x (aantal tipe Y kaartjies verkoop)
P =(5)z + (10)y

d) Die hoekpunte van die gangbare gebied is die volgende:

Punt A: (40; 10)

Punt B: (150; 10)
Punt C: (150; 50)
Punt D: (80; 120)
Punt E: (40; 120)

Die koste by elke hoekpunt is die volgende:

Punt A: P = 5(40) 4 10(10) = 300
Punt B: P = 5(150) + 10(10) = 850
Punt C: P = 5(150) 4 10(50) = 1250
Punt D: P = 5(80) + 10(120) = 1600
Punt E: P = 5(40) + 10(120) = 1400

Om die doelfunksie te maksimeer, kies ons dus Punt D.

Die maksimum moontlike weeklikse wins van R 1600 kan gemaak word as
80 van kaartjie X en 120 van kaartjie Y verkoop word.

6. Om te voldoen aan die vereistes vir 'n gespesialiseerde dieet, word 'n maaltyd
berei deur twee tipes graankos, Vuka en Molo, te meng. Die mengsel bevat
x pakkies van Vuka graankos en y pakkies van Molo. Die maaltyd vereis ten
minste 15 g proteine en 72 g koolhidrate. Elke pakkie Vuka bevat 4 g proteine en
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16 g koolhidrate. Elke pakkie Molo bevat 3 g proteine en 24 g koolhidrate. Daar
is op die meeste 5 pakkies graankos beskikbaar. Die gangbare gebied is gearseer
op die gepaardgaande grafiek.

ot

W

w
4

\V)

Aantal pakkies van Molo

—_

/

N
\!1\

0 1 2 3 4 5 6
Aantal pakkies van Vuka

a) Skryf die beperkingsongelykhede neer.

b) As Vuka ontbytgraan R 6 per pakkie kos en Molo ontbytgraan ook R 6 per
pakkie kos, gebruik die grafiek om te bepaal hoeveel pakkies van elke ont-
bytgraan gebruik moet word sodat die totale koste van die mengsel 'n mi-
nimum is.

c) Gebruik die grafiek om te bepaal hoeveel van elke ontbytgraan gebruik
moet word sodat die totale koste van die mengsel ‘'n maksimum is (gee alle
moontlikhede).

Oplossing:

a) Tel die proteine bymekaar:

4z + (3)y > 15

Tel die koolhidate bymekaar:

(16)x + (24)y > 72

Daar is op die meeste 5 pakkies ontbytkos beskikbaar:

r+y<5>H

b) Die doelfunksie kan as volg geskryf word:

P =(wins op ‘n pakkie Vuka) x (aantal pakkies Vuka)
+ (wins op ‘n pakkie Molo) x (aantal pakkies Molo)
P =(6)z + (6)y

Die hoekpunte van die gangbare gebied is die volgende:

Hoofstuk 12. Lineére programering
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Punt A: (3;
Punt B: (4,5;
Punt C: (5;0)
Punt D: (0;5)

1)
0)

Die koste by elke hoekpunt is die volgende:

Punt A: P =6(3) +6(1)
(

(
PuntB: P = 6(4,5) + 6 0)
Punt C: P = 6(5) + 6(0) =
Punt D: P = 6(0) + 6(5) =

Om die minimum van die doelfunksie te bepaal, kies ons dus Punt A. Die
minimum moontlike koste sal R 24 wees as 3 pakkies Vuka en 1 pakkie
Molo verkoop word.

c) Om die doelfunksie te maksimeer, kies ons punt C of punt D. Die mak-
simum koste sal R 30 wees indien of 5 pakkies Vuka en 0 pakkies Molo
verkoop word, of 0 pakkies Vuka en 5 pakkies Molo.
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